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Аннотация. Предложен алгоритм численного решения уравнения Фредгольма второго рода с не-

прерывным ядром методом замены интеграла и матричным решением СЛАУ с квадратурной форму-

лой двенадцатого порядка погрешности с числом интервалов интегрирования, кратным десяти. Новая 

формула, по сравнению с формулой Симпсона, дает 15 значащих цифр для узловых значений функ-

ции решения даже при небольшом числе интервалов 10,20 на отрезке за конечное число элементар-

ных операций. Полученный алгоритм имеет двойную точность и минимальное время вычислений. В 

то время как формула Симпсона совместно с матричным методом решения СЛАУ дает только 6 зна-

чащих цифр с числом интервалов интегрирования равным двадцати. Более того, для формулы Симп-

сона двойная точность недоступна (15 нулей в бесконечной норме невязки решения), так как язык 

FORTRAN допускает максимальные массивы матриц 200×200. Получены оценки верхней границы 

допустимого параметра |λ| для матрицы уравнения Фредгольма со строгим диагональным преоблада-

нием или с небольшой нормой интегрального ядра. 
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Введение  

В работе [1] описан метод замены инте-

грала для численного решения уравнения 

Фредгольма второго рода. Для этого нужно 

составить систему алгебраических линейных 

уравнений (СЛАУ), в которой неизвестными 

являются узловые значения функции. Приме-

ры из задачника [1] используют квадратурную 

формулу Симпсона в методе замены ядра.  

В данной работе мы предлагаем мат-

ричный алгоритм численного решения СЛАУ, 

используя квадратурную интегральную фор-

мулу с 12-м порядком погрешности [2], [3].  

В работе [2] использован метод последо-

вательных итераций, метод прост, но ограничи-

вает допустимую область по параметру λ, то 

есть применим при малых по модулю значениях 

λ. Поэтому в данной работе матричный алго-

ритм решения СЛАУ существенно расширит 

область допустимого параметра λ.  

Постановка задачи 

Рассмотрим уравнение Фредгольма 2-го 

рода (1), которое нужно решить методом за-

мены интеграла, т. е. таблично на дискретной 

сетке nixi ,0,   найти узловые значения неиз-

вестной функции ,,0, niyi  .  

Метод описан в работе [1]:  

)()(),()( xfdssysxKxy

b

a

  ,             (1) 

 
где:

 
 ],[],[),( babaCsxK 

 
 – непрерывная 

функция (кусочно-непрерывная на квадрате 

],[],[),( babasx   – ядро интегрального урав-

нения Фредгольма(1)), ],[)( baCxf   – задан-

ная непрерывная правая часть уравнения (1), 

 – известный параметр. Заменяя интеграл 

квадратурной интегральной формулой [1], за-

пишем дискретный аналог (1): 

    ij

n

j

jjiiij

n

j

jiji fycKyxfysxKcy  
 0

,

0

,  ,   

njijhasihax ji ,0,;,   .            (2) 

В формуле (2) – алгебраической системе 

линейных уравнений относительно iy весовые 

коэффициенты njc j ,0,   заданы, jc опреде-

ляют точность решения системы (2) и неявно 

содержат шаг интегрирования 
n

ab
h


 , n – 

число интервалов интегрирования на отрезке 

[a,b].  

В работе [2] мы использовали аналогич-

ную формулу (3), которая содержит эффектив-

ный шаг интегрирования pH  в явном виде: 
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   iiijiji xff
n

ab
hihaxnjisxKK 


 ,,,,0,,,,

 ,  (3) 

где:
 n

ab
h

ph
H p


 ,

2
 – эквивалентный шаг 

интегрирования, индекс кратности p связан с 

целыми числами p, k Nkppkn  ,, , число 

интервалов n нацело делится на p. 
В работе [2] нами построена и исполь-

зована в работе [3] квадратурная интегральная 

формула с двенадцатым порядком погрешно-

сти (p=10). Весовые коэффициенты в системе 

(3) определяются алгоритмом (4): 
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Окончательно, с учетом (4) [3, стр. 197],

Nkkn  ,10 формула (3) переходит в фор-

мулу (5):  
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В формуле (5) весовые коэффициенты jC  

записаны в виде рациональных дробей согласно 

формуле (4) с двойной точностью. Определим 

квадратную диагональную матрицу: 
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Формула (7) c учетом порядка аппрокси-

мации интеграла  12hO  (5) и весовых коэффи-

циентов (4), эквивалентна матричной записи (8): 

     fhOyKDhI 125   

   121
5 hOfKDhIy 


  .             (8) 

Возьмем от обеих частей уравнения (8) 

функцию нормы: 

  


fKDhIy
1

5   
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11
55  .   (9) 

Определение. Назовем матрицу

KDhIA  5  матрицей уравнения Фред-

гольма 2-го рода с весами (4). 
В формуле (9) выбраны бесконечные 

матричная и векторные нормы, так как они 

являются согласованными [1]. Матричная и 

векторная норма определяются формулами 

j
nj

n

j

ji
ni

yyaA
,0

0

,
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max,max
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   .      (10) 

Из формул (10) следует, что для непре-

рывных функций, которые дискретно проек-

тируются на двухмерную сетку (квадрат) и 

одномерную сетку (отрезок), бесконечные 

матричная и векторная нормы всегда суще-

ствуют и ограничены. Из неравенства (9) сле-

дует, что бесконечная норма вектора решения 

y ограничена в случае  
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5  . 

Поэтому вектор решения непрерывен и 

ограничен, если ограничена норма 
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Обозначим 
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Теорема 1 (оценка верхней границы 

нормы обратной матрицы) [4].  

Для матрицы A с диагональным преоб-

ладанием справедлива оценка 
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Теорема 2 (оценка верхней границы 

модуля параметра |λ|).  

Пусть матрица KDhIA  5  имеет 

строгое диагональное преобладание и пусть 
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тогда для допустимого параметра λ справед-

лива оценка 
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Доказательство. По Теореме 1 норма 
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ограничена сверху, тогда верно 
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Таким образом, для каждой строки мат-

рицы KDhIA  5  справедливо неравенство 

(учтем также (4) и Nkkn  ,10 ) 
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Очевидно, что формула (13) будет вы-

полнена при любых значениях nibax ,0],,[  , 

если она будет выполнена при условии 
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ii
ni

KabCKh 

0),(max)(min),(min101
],[,0],[




sxKabCxsxKh
bas

i
nibas

 . 

Последнее неравенство написано также для 

непрерывного ядра K(x, s). 

,

min)(min10),(max)(

1
0

,0],[],[







 




i

nibasbas
CsxKhsxKab



 

053668,0
299376

16067
min

,0



i

ni
C  .         (14)

 
Далее, потребуем выполнимость (14) 

при любых значениях переменной x из отрез-

ка [a,b], тогда в задаче всегда выполнено не-

равенство (13). Потребуем, чтобы знамена-

тель (14) был положительным при всех пара-

метрах x, имеем, если 











0min)(min10),(maxmin)(
,0],[],[],[

i
nibaxbasbax
CsxKhsxKab

0min)(min10),(max)(:],[
,0],[],[




i
nibaxbas
CsxKhsxKabbax





















i

nibaxbasbax
CsxKhsxK

,0],[],[],[
min)(min10),(maxmin

1
0  . 

(15) 
Теорема 2 доказана, так как формулы 

(15) и (12) совпадают. 
Теорема 3. Пусть выполнено условие 

  1max
1

max5
,0

0

,
,0







 i
ni

n

j

ji
ni

CK
n

ab  , тогда обрат-

ная матрица к матрице KDhIA  5 суще-

ствует, алгоритм (4), (5), (8) корректен и вер-

но неравенство 

 











n

j

ji
ni

i
ni

K
n

Cab
0

,
,0,0

1
maxmax5

1
  

 
  







b

a
bax

i
ni

dssxK
ab

Cab ),(
1

maxmax5

1

],[,0

  .  (16) 

Доказательство.  

Известно, что если 1B , то  

  










1

21
...

1

k

kBIBBI
BI

BI . 

В качестве матричной нормы рассмот-

рим бесконечную норму
 




15,5 DKhBKDhB 

  

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
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


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i
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   
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)16(
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1
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1

],[,00
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
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i
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n
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В формуле (16) интеграл

  

b

a

dssxK
ab

),(
1

 представляет собой среднее 

значение модуля интегрального ядра по пере-

менной s. Теорема 3 доказана. 
Теорема 4. Пусть выполнено условие в 

котором все нормы матриц – нормы Фробе-

ниуса 15 
FFF

DKhB  , тогда обратная 

матрица к матрице KDhIA  5 существует, 

алгоритм (4), (5), (8) корректен и верно нера-

венство 

 


b

a

b

a

dsdxsxKab ),()(714493834,3

1

2

 .   (17)  

Доказательство. Рассмотрим матрич-

ную норму Фробениуса 



n

ji

jiF
aA
0,0

2

, .

  

   


j

n

j

jii CKKDKDhB
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   



n

i
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n
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j
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0

2
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0

, ,








 
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KDhB  55
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













n

i

n

j
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j

j

n

i

n

j
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n

j
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C
n

k
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C

n
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0 0

2

,
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0

2

0 0

2

,

0

2 1
)(5
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)(5  .

 
Так как 10/,10 nkkn   
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b
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1
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Теорема 4 доказана. В работе [4] рас-

сматриваются монотонные матрицы A (матри-

цы, у которых элементы обратной матрицы по-

ложительныA-1>0). Там же рассматриваются 

квадратные М-матрицы (матрицы у которых 

элементы главной диагонали положительные, а 

остальные элементы отрицательные).  

Однако шесть примеров, приведенных 

ниже, решенных численно алгоритмом (4), (5), 

(8), не имеют диагонального преобладания и не 

являются монотонными или М-матрицами, а 

Теорема 1 применима только для одного при-

мера. 
Рассмотрим примеры из замечательного 

задачника по численным методам [1]. 
1. Решить интегральное уравнение (№ 

29.3) методом замены ядра [1, стр. 137] 

 


xs edssyxexy )(

2

1
)(

1

0

 

с 
2

1
,)(,),(   xs exfxesxK  точным реше-

нием 
xexxy )( . 

Программа написана на языке Compaq 

Visual Fortran 6.6 по алгоритму (4), (5), (8) 

(код программы приведен в конце работы) с 

условием примера (№ 29.3 [4]), результаты 

программы представлены в таблице. Обратная 

матрица вызывается библиотекой msimsl.  

Все переменные и функции в программе 

заданы с двойной точностью. 

Значение узлов равномерной сетки, численные 

и точные узловые значения функции, модуль 

их разности с параметром n=20, для примера 

1- № 29.3 [1]  

ix  num

iy  exact

iy  

 i

exact

i

num

i yy 

 
0.10000

00 

1.0048374180

3596 

1.0048374180

3596 

0.0000000E

+00 

0.20000

00 

1.0187307530

7798 

1.0187307530

7798 

2.2204460E

-16 

0.30000

00 

1.0408182206

8172 

1.0408182206

8172 

0.0000000E

+00 

0.40000

00 

1.0703200460

3564 

1.0703200460

3564 

2.2204460E

-16 

0.50000

00 

1.1065306597

1263 

1.1065306597

1263 

2.2204460E

-16 

0.60000

00 

1.1488116360

9403 

1.1488116360

9403 

8.8817842E

-16 

0.70000

00 

1.1965853037

9141 

1.1965853037

9141 

2.2204460E

-16 

0.75000

00 

1.2223665527

4102 

1.2223665527

4101 

1.1102230E

-15 

0.80000

00 

1.2493289641

1722 

1.2493289641

1722 

4.4408921E

-16 

0.90000

00 

1.3065696597

4060 

1.3065696597

4060 

6.6613381E

-16 

1.00000

0 

1.3678794411

7144 

1.3678794411

7144 

8.8817842E

-16 

Norma C  1.110223024625157E-015, time resolving  

4.687500000000000E-002 ms 
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В примере 1 программа по алгоритму 

(4), (5), (8) дает значение невязки по норме 

Чебышева (Norma C):  

-151046251571.11022302 
C

exactnum yy . 

Если в примере 1 использовать весовые 

коэффициенты из формулы Симпсона, то ре-

шение матричным методом (4), (5), (8) дает 

норму невязки 
-7100497256E2.73255722 

C

exactnum yy , 

что в 810 раз больше чем при использовании 

формулы (4). Теорема 1 не применима, так как 

матрица KDhIA  5  не имеет диагонального 

преобладания. С учетом Теоремы 4 обоснуем 

применимость алгоритма (4), (5), (8). 







 
b

a

b

a

dsdxsxKab ),()(714493834,3

1
2/1

2



 

 
639,0

6/1714493834,3

1

)01(714493834,3

1

21

0

1

0

22






  
e

dsdxex s

. 

Замечание 1. Программа показывает, 

что диагональное преобладание в каждой 

строке матрицы KDhIA  5  не зависит от 

вида весовых коэффициентов в формуле (3), 

так как в каждой строке совпадают первые 6 

цифр диагональных преобладаний как при 

вычислении с весовыми коэффициентами по 

формуле (4), так и при использовании форму-

лы Симпсона с эффективным шагом: 

n

ab
h

hph
H p




2

2

2
2

. 

2. Решить интегральное уравнение 

(№29.12) [1, стр. 139], применим алгоритм (4), 

(5), (8). 

  2/16/)()21()(

1

0

xdssyxsxy  

1,2/16/)(,21),(  xxfxssxK  

с точным решением 2/1)(  xxy . 

Программа дает норму невязки  
-151041753442.44249065 

C

exactnum yy  

с числом интервалов интегрирования n=20. 

Матрица KDhIA  5  имеет диагональное 

преобладание, по Теореме 1 получим 
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Исследуем эту же задачу с помощью 

Теоремы 2.  

053668,07616067/2993min
,0




i
ni
C

 











0min)(min10),(maxmin)(
,0],[],[],[

i
nibaxbasbax
CsxKhsxKab
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1
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2
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






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

i
nixsx

Cxxs
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

0
299376

16067
1
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1
1021min)01(

]1,0[
x

x  

0053668,0
2

1
1 

 
условие выполнено, тогда верно 























i

nibaxbasbax
CsxKhsxK

,0],[],[],[
min)(min10),(maxmin

1
10   

















i

nixsx
Cxxs

20,0

2

]1,0[]1,0[]1,0[
min21min

20

01
1021maxmin)01(

1

 

0276.1

053668,0
2

1
1

1












 , 

в задаче 1 , поэтому Теорема 2 здесь также 

применима. 
3. Решить интегральное уравнение 

(№30.1) [1, стр. 141], применим алгоритм (4), 

(5), (8). 

  1)()1()(

1

0

xxs edssyexxy   

1,1)(),1(),(  xxs exfexsxK  

с точным решением 1)( xy .  

Программа дает значение нормы невяз-

ки -161085006264.44089209 
C

exactnum yy  с 

числом интервалов интегрирования n=20. 

Теорема 1 не применима, так как матрица

KDhIA  5  не имеет диагонального пре-

обладания.  
4. Решить интегральное уравнение  

(№ 30.1) [1, стр. 141], применим алгоритм (4), 

(5), (8): 

1,)(,),()()(

1

1

 


xxfxssxKxdssyxsxy  

с точным решением xxy 3)(  .  
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Программа дает значение нормы невяз-

ки -161070012528.88178419 
C

exactnum yy  с 

числом интервалов интегрирования n=20. 

Теорема 1 не применима, так как матрица

KDhIA  5  не имеет диагонального пре-

обладания.  
5. Решить интегральное уравнение (№30.2) 

[1, стр. 141], применим алгоритм (4), (5), (8). 

   


1)()(

1

1

2 dssyxxsxy

 
1,1)(,),( 2  xfxxssxK  

с точным решением 261)( xxy  . 

Программа дает значение нормы невяз-

ки -151089504383.10862446 
C

exactnum yy  c 

числом интервалов интегрирования n=20. 

Теорема 1 не применима, так как матрица

KDhIA  5  не имеет диагонального пре-

обладания.  
6. Решить интегральное уравнение (№30.8) 

[1, стр. 143], применим алгоритм (4), (5), (8). 

     


xdssyxxsxy 3/41)()(

1

1

2  

  1,3/41)(,),( 2  xxfxxssxK  

с точным решением 1)( xy . 

Программа дает значения нормы невяз-

ки -161077509396.66133814 
C

exactnum yy  с 

числом интервалов интегрирования n=20. 

Теорема 1 не применима, так как матрица

KDhIA  5  не имеет диагонального пре-

обладания.  
Предположение: Если ослабить условия 

Теоремы 1, то есть попробовать доказать ее с 

условием 
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– условное диагональное преобладание эле-

ментов i-й строки матрицы KDhIA  5 , т.е. 

сумма 


n

nj
jia

,0
, сохраняет знак для всех строк 

матрицы A.  
Именно условное диагональное преобла-

дание показывает программа в численном экс-

перименте во всех 6 приведенных примерах 

матрицы Фредгольма KDhIA  5  и устой-

чивость численного алгоритма (4), (5), (8).  

В работе получены основные результаты: 
1). Предложен алгоритм решения инте-

грального уравнения Фредгольма второго ро-

да матричным методом с двойной точностью 

(4), (5), (8) для небольшого числа интервалов 

интегрирования n=10,20,… Весовые коэффи-

циенты (4) алгоритма имеют существенное 

преимущество по точности по сравнению с 

применением весовых коэффициентов из 

формулы Симпсона. 
2). Численно показано, что матричный 

метод (4), (5), (8) решения СЛАУ для уравне-

ния Фредгольма второго рода имеет большую 

область допустимого параметра λ, по сравне-

нию с решением уравнения методом последо-

вательных приближений. 
3). Алгоритм (4), (5), (8) таблично дает 

ответы ко всем примерам для уравнений 

Фредгольма второго рода из задачника [4]. 

Что указывает на его практическую примени-

мость в широкой области параметра 

  R 0,0  и класса непрерывных инте-

гральных ядер  ],[],[),( babaCsxK  . В тео-

ремах 2–4 получены оценки верхней границы 

допустимого параметра |λ| для численного ал-

горитма (4), (5), (8). 
Данная задача с алгоритмом решения 

(4), (5), (8), как и задача [5], решены численно 

с двойной точностью. Отметим также работу 

исследователей А.Д. Чернышева, В.В. Горяй-

нова, С.В. Кузнецова, О.Ю. Никифоровой [7]. 
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