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Введение 

При исследовании задач, связанных с 

нормированными пространствами, часто су-

щественную роль играет полнота простран-

ства. Но иногда выбор удобной нормы в за-

данном линейном пространстве приводит к 

неполному нормированному пространству, 

что не всегда приемлемо. Обычно в таких 

случаях приходится подбирать другую норму.  

Но есть другой путь преодоления опи-

санных неудобств. Неполное пространство 

можно пополнить. Метод пополнения метриче-

ского пространства описан в литературе по 

функциональному анализу и топологии, напри-

мер в работах [1–6]; теория метрических про-

странств также изложена в работе [7].  

В книге [2] изложен и метод пополне-

ния нормированного пространства.  

Напомним основные понятия, связанные 

с таким пополнением, и метод пополнения. 

1. Пополнение нормированного  

пространства 

Пусть X  − метрическое пространство. 

Дадим определение пополнения метрического 

пространства.   

Определение. Пополнением метриче-

ского пространства X  называется такое пол-

ное метрическое пространство X
~

, что  

1) X  − метрическое подпространство 

пространства X
~

;  
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2) X  всюду плотно в X
~

, т.е. XX
~

  

( X  − замыкание множества X  в простран-

стве X
~

). 

Заметим, что такое определение попол-

нения метрического пространства дается, 

например, в работе [1].  

Опишем кратко метод пополнения мет-

рического пространства. 

Обозначим символом d  метрику про-

странства X . Элементы пополнения опреде-

ляются при помощи фундаментальных после-

довательностей. Две фундаментальные после-

довательности  nx  и  ny  в X называются 

эквивалентными, если  

0),(lim 


nn
n

yxd . 

Тогда множество всех фундаменталь-

ных последовательностей разбивается на 

классы эквивалентных последовательностей. 

Элемент пополнения определяется как класс 

эквивалентности фундаментальных последо-

вательностей.  

Если элемент x принадлежит простран-

ству X , то он  отождествляется с любой по-

следовательностью, сходящейся к x. Одной из 

таких последовательностей может быть ста-

ционарная последовательность  ,...,, xxx .  

Таким образом, все элементы пополне-

ния  X
~

 можно считать классами эквивалент-

ности фундаментальных последовательно-

стей. А при операциях над элементами по-

полнения используются любые представители 

соответствующих классов.  

В дальнейшем если  nx  – фундамен-

тальная последовательность из класса эквива-

лентности элемента  Xx
~~ , то это будем  

иногда обозначать так:  nxx ~ . 

Пусть теперь X  – нормированное про-

странство с нормой    . Так как каждое нор-

мированное пространство является метриче-

ским с метрикой yxyxd ),( , то суще-

ствует его пополнение по  описанной выше 

схеме. Такое пополнение будет метрическим 

пространством. А то, что оно будет и норми-

рованным, требует доказательства. Это изло-

жено, например, в работе [2]  (c. 125).  

При этом алгебраические операции 

определяются следующим образом: если 

 nxx ~ ,  nyy ~ ,   − число, то 

 nn yxyx  ~~ ,   nxx  ~ . 

Норму в пополнении X
~

 будем обозна-

чать символом 
X
~   . Норма элемента 

 nxx ~ , где  nx  − фундаментальная после-

довательность элементов пространства X  из 

класса эквивалентности элемента Xx
~~ , ко-

торая определяется равенством  

.lim~
~ n

nX
xx


  

Такой предел существует, что следует 

из фундаментальности   nx  и критерия Коши 

для числовых последовательностей. 

2. Замыкание множеств в пополнении 

нормированного пространства 

Пусть X  – неполное нормированное 

пространство с нормой    , X
~

 − его пополне-

ние. Норму в X
~

 будем обозначать символом 

X
~   . Докажем вспомогательные утверждения, 

полезные для дальнейшего изложения. 

Лемма 1. Любая подпоследователь-

ность фундаментальной последовательности 

фундаментальна. 

Доказательство. Пусть   Xxn   − 

фундаментальная последовательность,  
knx  − 

любая ее подпоследовательность. Возьмем 

произвольное 0 . Тогда найдется такое 

натуральное N, что для любых натуральных  

Njm ,  выполняется неравенство 

 jm xx . 

Очевидно,   ,Nmnm  Njn j   , 

поэтому 
jm nn xx . Так как 0  − про-

извольно, то для любого 0  найдется такое 

натуральное N, что для любых натуральных 

Njm ,  выполняется неравенство 


jm nn xx . 

Отсюда следует, что  
knx  фундаментальна.  

Лемма доказана. 

Лемма 2. Любая подпоследователь-

ность фундаментальной последовательности 

эквивалентна этой последовательности. 

Доказательство. Пусть  
knx  − произ-

вольная подпоследовательность фундамен-

тальной последовательности   Xxn  . По 

лемме 1  
knx  тоже фундаментальна. Пока-

жем, что  nx  и  
knx  эквивалентны.  
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Для доказательства эквивалентности 

надо оценить норму разности элементов этих 

последовательностей с одинаковыми номера-

ми. 

Возьмем произвольное 0 . Тогда 

найдется такое натуральное N, что для любых 

натуральных Nkm ,  выполняется неравен-

ство   

 mk xx . 

Пусть Nk  . Очевидно, Nknk  , 

поэтому  
knk xx .  Отсюда следует, что 

0
knk xx  при k , 

а это означает, что  kx  и  
knx  эквивалентны. 

Лемма доказана. 

Лемма 3. Если последовательность  nx  

фундаментальна и 0lim 


nn
n

yx , то после-

довательность  ny  тоже фундаментальна. 

Доказательство. Возьмем произволь-

ное 0 . Тогда найдется такое натуральное 

1N , что для любого натурального  1Nn   вы-

полняется неравенство  

3


 nn yx . 

Из фундаментальности  nx  следует 

существование такого натурального 2N , что 

для любого натурального  2Nn   выполняет-

ся неравенство   

3


 nm xx . 

Положим,  21,max NNN  .  

Пусть Nnm , . Тогда    

nmmmnm xxxyyy   + 





333
nn yx . 

Итак, для любого 0  найдется такое 

натуральное N, что для любых натуральных 

Nnm ,  выполняется неравенство 

 nm yy . 

Отсюда следует, что  ny  фундамен-

тальна. Лемма доказана. 

Установим теперь связь между точками 

пространства X и точками его пополнения X
~

. 

Напомним, что     − норма в пространстве X, 

X
~    − норма в его пополнении.   

Так как X
~

 − замыкание пространства 

X , или, что то же, X  всюду плотно в X
~

 ([1], 

гл. 2, § 3, п. 4, доказательство теоремы 3, с. 

72), то  любая точка, принадлежащая X
~

, есть 

точка прикосновения пространства X  в X
~

. 

Поэтому такую точку можно представить в 

виде предела последовательности точек из X  

в пространстве X
~

.   

Но при использовании этого факта надо 

учитывать строение нормы в пополнении X
~

. 

При формулировке такого предела приходит-

ся элементы из X  представлять в виде, ха-

рактерном для элементов пространства X
~

, 

т.е. в виде фундаментальных последователь-

ностей, в частности, если это удобно, в виде 

стационарных. Это видно в формулировке и 

доказательстве следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть X  − неполное норми-

рованное пространство, X
~

− его пополнение. 

Для того чтобы последовательность 

  Xxk   принадлежала классу эквивалентно-

сти фундаментальных последовательностей 

элемента Xx
~~ , необходимо и достаточно, 

чтобы последовательность   Xxn ~ , где 

 ,...,,~
nnnn xxxx  , сходилась в X

~
 к элементу 

x~ . 

Доказательство 

Необходимость. Пусть   Xxn   − 

фундаментальная последовательность из 

класса эквивалентности элемента x~ . Надо до-

казать, что xxn
~~   в X

~
, где  ,...,,~

nnnn xxxx  , 

nx − элементы заданной последовательности 

 nx . 

Оценим 

kn
kXn xxxx 


lim~~

~ . 

Возьмем произвольное .0  Так как 

 nx  − фундаментальная последовательность, 

то найдется такое N >0, что для любых 

Nnk ,  выполняется неравенство  

2


 kn xx . 

При фиксированных n  из этого нера-

венства при Nn   получается такое неравен-

ство: 

kn
kXn xxxx 


lim~~

~ 



2
. 

Мы взяли произвольное 0 .  
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В результате получилось следующее: 

для любого 0  найдется такое N >0,  что 

для любых Nn   выполняется неравенство 

.~~
~ 
Xn xx  

Поэтому xxn
~~  .  

Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть Xx
~~ ,   Xxn   

и  xxn
~~  , где  ,...,,~

nnnn xxxx  . Надо дока-

зать, что  nx  принадлежит классу эквива-

лентности фундаментальных последователь-

ностей элемента x~ . 

По условию 0~~
~ 
Xn xx  при .n  

Пусть   Xzn   − одна из фундаментальных 

последовательностей класса эквивалентности 

элемента x~ . Тогда по утверждению необхо-

димости этой теоремы xzn
~~  , где 

nz~  ,...,, nnn zzz , т.е. 0~~
~ 
Xn xz  при 

.n   

Тогда  


Xnn zx ~

~~  


Xn xx ~

~~ 0~~
~ 
Xnzx  

при .n  

Так как        ,...,,~
nnnn xxxx  ,  

          
nz~  ,...,, nnn zzz , 

то 0 nn zx  при .n  

Отсюда по лемме 3 следует, что  nx  − 

фундаментальная последовательность; кроме 

того, она эквивалентна последовательности 

 nz , так как 0 nn zx  при .n  А по-

следовательность  nz  принадлежит классу 

эквивалентности элемента x~ , поэтому  nx  

принадлежит этому же классу.  

Теорема доказана. 

Исследуем теперь строение замыкания 

множества в пополнении нормированного 

пространства.  

Будем рассматривать случай замыкания 

M  множества XM    в пополнении .
~
X  Вы-

ясним, из каких элементов состоит такое за-

мыкание. 

Теорема 2. Для того чтобы элемент  

Xx
~~  был точкой прикосновения множества 

XM  , необходимо и достаточно, чтобы в 

классе эквивалентности фундаментальных 

последовательностей элемента Xx
~~  была 

хотя бы одна фундаментальная последова-

тельность, состоящая только из элементов 

множества M . 

Доказательство.  

Необходимость. Пусть Xx
~~  − точка 

прикосновения множества XM  . Покажем, 

что существует фундаментальная последова-

тельность, принадлежащая классу эквива-

лентности элемента x~ , состоящая из элемен-

тов этого множества. Построим такую после-

довательность. 

Так как x~  − точка прикосновения мно-

жества XM  , то найдется такая последова-

тельность   Mxn ~ , которая сходится к x~ .  

Здесь имеется в виду сходимость в X
~

, 

поэтому точки nx~  надо представить в виде 

фундаментальных последовательностей. 

Наиболее удобными здесь будут стационар-

ные последовательности  ,...,,~
nnnn xxxx  . 

Итак, xxn
~~  . По теореме 1 последова-

тельность  nx  принадлежит классу эквива-

лентности фундаментальных последователь-

ностей элемента x~ . При этом все Mxn  . 

Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть существует по-

следовательность  nx  из класса эквивалент-

ности элемента x~ ,  состоящая только из точек 

множества M . Положим  ,...,,~
nnnn xxxx  , 

,...3,2,1n  Из теоремы 1 следует, что xxn
~~  . 

Так как все Mxn 
~ , то x~  − точка прикосно-

вения множества M .  

Теорема доказана.  

Теорема 3. Для того чтобы элемент  

Xx
~~  был точкой прикосновения множества 

XM  , необходимо и достаточно, чтобы в 

классе эквивалентности фундаментальных 

последовательностей элемента Xx
~~  была 

хотя бы одна фундаментальная последова-

тельность, содержащая бесконечное множе-

ство элементов из множества M . 

Доказательство. 

Необходимость. Пусть Xx
~~  − точка 

прикосновения множества XM  . По теоре-

ме 2 в классе эквивалентности элемента x~ , 

есть фундаментальная последовательность, 

состоящая только  из элементов этого множе-

ства. Тогда, очевидно, бесконечное число 

членов этой последовательности содержится в 

множестве M .  

Необходимость доказана. 
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Достаточность. Пусть в классе эквива-

лентности фундаментальных последователь-

ностей элемента Xx
~~  есть последователь-

ность, содержащая бесконечное число эле-

ментов множества M . Рассмотрим ее подпо-

следовательность, состоящую из элементов 

множества M .  

По лемме 1 эта подпоследовательность 

тоже фундаментальна. А по лемме 2 эта под-

последовательность эквивалентна исходной 

последовательности, поэтому она принадле-

жит классу эквивалентности фундаментальных 

последовательностей элемента x~ . А так как она 

состоит только из элементов множества M , то 

по теореме 2 элемент x~  − точка прикосновения 

множества M . Теорема доказана. 

Рассмотрим примеры. Неполными про-

странствами являются, например, простран-

ства ],[1 baC  и ],[2 baC , где ],[1 baC  − про-

странство непрерывных на ],[ ba  функций, 

норма в котором определяется равенством  


b

a

dttxx )( , 

а ],[2 baC  − пространство непрерывных на 

],[ ba  функций, норма в котором определяется 

равенством 


b

a

dttxx 2
12

))(( . 

В книге ]1[  А.Н. Колмогорова и С.В. 

Фомина показано, что пространство ],[2 baC  

неполно. Тем же способом легко доказывает-

ся, что пространство ],[1 baC  тоже неполно. 

Заключение 

В статье описывается процесс замыка-

ния множества в пополнении нормированного 

пространства. Сформулирован и доказан кри-

терий точки прикосновения.  

Результаты статьи могут быть полезны-

ми при исследовании операторных уравнений 

в нормированных пространствах. 
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