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Введение  

В работах [1–5] был исследован ряд за-

дач оптимального управления динамики попу-

ляций при различных предположениях, что 

управляющая функция, являясь распределен-

ной, входит в правые части уравнений. При 

этом различными способами получен ряд не-

обходимых условий оптимальности первого 

порядка как непрерывных, а также в соответ-

ствующих дискретных задачах оптимального 

управления. Важным является также исследова-

ние аналогичных задач в случае сосредоточен-

ного управления. Исходя из вышеперечислен-

ного, в данной статье исследуется случай гра-

ничных управлений. 

1. Постановка задачи 

Допустим, что управляемый дискретный 

процесс описывается системой разностных 

уравнений  

𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)),      (1) 

𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1; 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + +1, … , 𝑥1 

c начальным условием  

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1,     (2) 

где 

𝑦(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠)),

𝑥

𝑠=𝑥0

            (3) 

𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1; 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1. 

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦),  (𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧)) −  задан-

ная 𝑛-мерная вектор-функция, непрерывная по 

совокупности переменных вместе с частными 

производными по (𝑧, 𝑦), (𝑧): 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1 − за-

данные числа, причем разности 𝑡1 − 𝑡 ,  𝑥1 − 𝑥0 

есть натуральные числа, а 𝑎(𝑥) –  𝑛- мерная 

дискретная вектор-функция, являющаяся ре-

шением задачи (дискретный аналог задачи 

Коши): 

𝑎(𝑥 + 1) = 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)), 

     𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + +1, … , 𝑥1 − 1 ,               (4) 

𝑎(𝑥0) = 𝑎0,                          (5) 

где 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢) − заданная 𝑛 -мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности пере-

менных вместе с 𝐹𝑎(𝑥, 𝑎) , 𝑎0 − заданный по-

стоянный вектор, а 𝑢(𝑥) –  𝑟-мерный дискрет-

ный вектор управляющих функций со значени-

ями из заданного непустого и ограниченного 

множества 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, т.е. 

𝑢(𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟,  𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1.   (6) 

Каждую управляющую функцию 𝑢(𝑥) с 

вышеприведенными свойствами назовем допу-

стимым управлением. 

Задача заключается в минимизации 

функционала типа Больца: 

𝑆(𝑢) = 𝜙(𝑎(𝑥1)) + ∑ 𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥)),

𝑥1

𝑥=𝑥0

 (7) 

определенного на решениях задачи (1)–(5), по-

рожденных всевозможными допустимыми 

управлениями. Допустимое управление 𝑢(𝑥), 
являющееся решением задачи о минимуме 

функционала (7) при ограничениях (1)–(6), как 

обычно, назовем оптимальным управлением, а 

соответствующий процесс  

(𝑢(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) − 

оптимальным процессом. 

В работе [3] рассмотрено одно опти-

мальное управление динамикой популяции 

при предположении, что процесс описывается 

системой интегро-дифференциальных уравне-

ний, а управляющая функция входит в правую 

часть уравнения. Методами оптимального 

управления получены необходимые условия 

оптимальности типа принципа максимума Л.С. 

Понтрягина. 

Рассматриваемая задача является дис-

кретным аналогом одной задачи управления 

динамикой популяции из [3] и исследуется 

впервые. При этом управляющая функция вхо-

дит в начальное условие рассматриваемого 

разностного уравнения. 

Как видно, процесс управляется посред-

ством выбора начального сосредоточенного 

управления, а начальная функция определяется 

как решение задачи Коши для нелинейного 

обыкновенного разностного уравнения. Сам 

процесс описывается двумерным нелинейным 

разностным уравнением типа Фредгольма. 

В рассматриваемой задаче при предпо-

ложении существования оптимального управ-

ления, установлен ряд необходимых условий 

оптимальности первого порядка (дискретный 

принцип максимума, линеаризованное усло-

вия максимума, аналог уравнения Эйлера) при 

различных предположениях. 

2. Аналог дискретного принципа 

максимума  

Предположим, что 

(𝑢(𝑥), 𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), y(t, x) 

в рассматриваемой задаче является фиксиро-

ванным допустимым процессом, и при этом 
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множество допустимых скоростей системы 

уравнений (4), т.е. множество 

𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑈) = {𝛼: 𝛼 =

𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝜐(𝑥)), 𝜐(𝑥) ∈ 𝑈, 𝑥 ∈ 𝑋 = 𝑥0, 𝑥0 +

+1, … , 𝑥1 − 1  }                                                 (8) 

выпукло при всех 𝑥. 

Пусть 𝜀 ∈ [0,1] – произвольное число, а 

𝜐(𝑥) – произвольное допустимое управление. 

В силу предположения о выпуклости множе-

ства (8) можно записать "возмущенную си-

стему" в виде 

𝑎(𝑥 + 1; 𝜀) = 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥; 𝜀), 𝑢(𝑥; 𝜀)) ≡

𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)) + 𝜀 (𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥; 𝜀), 𝜐(𝑥)) −

−𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥; 𝜀), 𝑢(𝑥))),              (9) 

𝑎(𝑥0; 𝜀) = 𝑎(𝑥0) = 𝑎0,  (10) 

𝑧(𝑡 + 1, 𝑥; 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜀), 𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜀)), 

(11) 

𝑧(𝑡0, 𝑥; 𝜀) = 𝑎(𝑥; 𝜀),  (12) 

𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜀) = ∑ 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑠, (𝑧(𝑡, 𝑠), 𝑧(𝑡, 𝑠, 𝜀))) .

𝑥

𝑠=𝑥0

 

     (13) 

Положим 

𝐴(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜀)

𝜕𝜀
|

𝜀=0

, 

𝐵(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜀)

𝜕𝜀
|

𝜀=0

, 

                    𝐶(𝑥) =
𝜕𝑎(𝑥; 𝜀)

𝜕𝜀
|

𝜀=0

.                (14) 

Учитывая условия гладкости, наложен-

ные на правые части соотношений (1), (3), (4) 

из (9)–(13), получаем, что 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡, 𝑥), 𝐶(𝑥), 
определяемые соотношениями (14), являются 

решениями аналогов уравнений в вариациях в 

виде 

𝐴(𝑡 + 1, 𝑥) =
𝜕𝑓(𝑡,𝑥,𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥))

𝜕𝑧
𝐴(𝑡, 𝑥) +

+
𝜕𝑓(𝑡,𝑥,𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥))

𝜕𝑦
𝐵(𝑡, 𝑥),                             (15) 

𝐴(𝑡0, 𝑥) = 𝐶(𝑥),  (16) 

𝐵(𝑡, 𝑥) = ∑
𝜕𝑔(𝑡,𝑥,𝑠,𝑧(𝑡,𝑠))

𝜕𝑧

𝑥1
𝑠=𝑥0

𝐴(𝑡, 𝑠),       (17) 

𝐶(𝑥 + 1) =
𝜕𝐹(𝑥,𝑎(𝑥),𝑢(𝑥))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥) +

+[𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝜐(𝑥)) − 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))],         (18) 

𝐶(𝑥0) = 0.  (19) 

При этом специальное приращение 

функционала цели имеет вид (т.е. допускает 

разложение): 

𝑆(𝑢(𝑥; 𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑥)) = 𝜀
𝜕𝜙′(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥1)+ 

+𝜀 ∑
𝜕𝐺′(𝑧 (𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
𝐴(𝑡1, 𝑥) + 𝑜(𝜀)

𝑥𝑖

𝑥=𝑥0

. 

Пусть 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑥)  пока неиз-

вестные 𝑛 -мерные вектор-функции.  

Из соотношений (тождеств) (15), (17), 

(18) получаем, что  

∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)𝐴(𝑡 + 1, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= 

 

= ∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
× 

 

× 𝐴(𝑡, 𝑥) +
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦
𝐵(𝑡, 𝑥)] 

(20) 

∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)𝐵(𝑡, 𝑥) = ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥) ×  

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

× [ ∑
𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧
𝐴(𝑡, 𝑠)

𝑥1

𝑠=𝑥0

],                  (21) 

∑ 𝜓′(𝑥)𝐶(𝑥 + 1, 𝑥) =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

= [ ∑ 𝜓′(𝑥)
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+𝜓′(𝑥) (𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝜐(𝑥)) −

       −𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)))].                                (22) 

Введем обозначения вида 

𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) =

𝜓′(𝑥)𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)), 

            𝛥𝜐(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) = 

= 𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝜐(𝑥), 𝜓(𝑥)) − 

                    −𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)). 

Учитывая введенные обозначения и тож-

дества (20)–(22), специальное приращение 

функционала (7) представляем в виде 
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𝛥𝑆𝜀(𝑢) = 𝑆(𝑢(𝑥; 𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑥)) = 

= 𝜀 ∑
𝜕𝐺′(𝑧, 𝑡1, 𝑥)

𝜕𝑧
𝐴(𝑡1, 𝑥) +

𝑥1

𝑥=𝑥0

 

+𝜀
𝜕𝜙′(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥1) + 𝜀 ∑ 𝜓′(𝑥)𝐶(𝑥 + 1)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 

−𝜀 ∑ 𝜓′(𝑥)
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥) −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

−𝜀 ∑ 𝛥𝜐(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 

+𝜀 ∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)𝐴(𝑡 + 1, 𝑥) −

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−𝜀 ∑ ∑ [𝑝′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
×

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

× 𝐴(𝑡, 𝑥) +𝑝′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑓(𝑡,𝑥,𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥))

𝜕𝑦
𝐵(𝑡, 𝑥)]+ 

+𝜀 ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)𝐵(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

−𝜀 ∑ ∑ ∑ 𝑞′ (𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

× 

 

×
𝜕𝑔(𝑡,𝑥,𝑠,𝑧(𝑡,𝑠),𝑧(𝑡,𝑠))

𝜕𝑧
𝐴(𝑡, 𝑠) + 𝑜(𝜀).     (23) 

Нетрудно доказать, что  

∑ 𝜓′(𝑥)𝐶(𝑥 + 1)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 𝜓′(𝑥1)𝐶(𝑥1) + 

+ ∑ 𝜓′(𝑥0 − 1)𝐶(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

,               (24) 

∑ ∑ 𝑝′ (𝑡, 𝑥)𝐴(𝑡 + 1, 𝑥) =

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

= ∑ 𝑝′(𝑡1

𝑥1

𝑥=𝑥0

− 1, 𝑥)𝐴(𝑡1,𝑥) − 

− ∑ 𝑝′(𝑡0

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

− 1, 𝑥)𝐴(𝑡0,𝑥) + 

+ ∑ ∑ 𝑝′(𝑡 − 1, 𝑥)𝐴(𝑡, 𝑥).             

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

(25) 

Принимая во внимание тождества (24), 

(25), из специальной формулы приращения 

(23) получим специальное разложение функ-

ционала качества в виде  

𝛥𝑆𝜀(𝑢) = 𝜀
𝜕𝜙′(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝐶(𝑥1) + 

+𝜀 ∑
𝜕𝐺′(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
𝐴(𝑡1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 

+𝜀𝜓′(𝑥1 − 1)𝐶(𝑥1) + 

+𝜀 ∑ 𝜓′(𝑥 − 1)𝐶(𝑥) −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

              −𝜀 ∑ 𝛥𝜐(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+𝜀 ∑ 𝑝′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝐴(𝑡1, 𝑥) −

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

−𝜀 ∑ 𝑝′((𝑡0 − 1, 𝑥))𝐴(𝑡0, 𝑥) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+𝜀 ∑ ∑ 𝑝′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝐴(𝑡, 𝑥) −

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−𝜀 ∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

× 

× 𝐴(𝑡, 𝑥) − 

−𝜀 ∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦

𝑥1

𝑥=𝑥0

×

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

× 𝐵(𝑡, 𝑥) + 𝜀 ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)𝐵(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

−

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝜀 × 

× ∑ ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
×   

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

×  𝐴(𝑡, 𝑥) + o(𝜀).                  (26) 

Если предполагать, что вектор-функции 

𝜓(𝑥), 𝑝(𝑡, 𝑥),  и 𝑞(𝑡, 𝑥) удовлетворяют соотно-

шениям 

𝜓(𝑥 − 1) =
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑎
𝜓(𝑥) + 

+𝑝(𝑡0 − 1, 𝑥), 
(27) 

         𝜓(𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜙(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
,               (28) 
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𝑝(𝑡 − 1, 𝑥) =
𝜕𝑓′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
× 

× 𝑝(𝑡, 𝑥) + ∑
𝜕𝑔′(𝑡, 𝑠, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑞′(𝑡, 𝑠),       

(29) 

𝑞(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑓′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑦
𝑝(𝑡, 𝑥), 

(30) 

𝑝(𝑡1 − 1, 𝑥) = −
𝜕𝐺(𝑥,𝑧(𝑡1,𝑥))

𝜕𝑧
,            (31) 

то разложение (30) примет вид  

𝛥𝑆𝜀(𝑢) = 

= 𝜀 ∑ 𝛥𝜐(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

     +o(𝜀).                               (32) 

Из разложения (32) следует 

Теорема 1. Если множество (8) выпук-

лое, то для оптимальности допустимого управ-

ления 𝑢(𝑥) задаче (1)–(7), необходимо, чтобы 

неравенство 

∑ 𝛥𝜐(𝑥)𝐻(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) ≤ 0,

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

     (33) 

выполнялось для всех 𝜐(𝑥) ∈ 𝑈, 𝑥 ∈ 𝑋 =
{𝑥: 𝑥 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … 𝑥1 − 1}. 

Таким образом, в случае граничной за-

дачи оптимального управления, имеет место 

необходимое условие оптимальности (33) типа 

дискретного принципа максимума Л.С. Понт-

рягина (см. напр., [6]). 

 

3. Аналог линеаризованного  

условия максимума 

В этом пункте предполагаем, что множе-

ство 𝑈 выпуклое, а вектор-функция 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢) 

имеет непрерывную производную также по 𝑢.  

Пусть 𝑢(𝑥)  фиксированное допустимое 

управление, 𝜇 ∈ [0,1] – произвольное число, а 

𝑣(𝑥) – произвольное допустимое управление.  

Тогда, в силу сделанных предположе-

ний, "возмущенное" управление 𝑢(𝑥, 𝜇) можно 

определить по формуле  

𝑢(𝑥, 𝜇) = 𝑢(𝑥) + 𝜇[𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)].        (34) 

Рассмотрим "возмущенную систему 

уравнений": 
𝑧(𝑡 + 1, 𝑥, 𝜇) = 

= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜇), 𝑦(𝑡, 𝑥, 𝜇)),     (35) 

         𝑦(𝑡, 𝑥, 𝜇) = 𝑎(𝑥, 𝜇),                (36) 

𝑦(𝑡, 𝑥, 𝜇) = ∑ 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠, 𝜇))

𝑥1

𝑠=𝑥0

, (37) 

𝑎(𝑥 + 1, 𝜇) ≡ 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥, 𝜇)𝑢(𝑥, 𝜇))

≡ 𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥, 𝜇), 𝑢(𝑥)
+ 𝜇[𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)]),               (38) 

𝑎(𝑥, 𝜇) = 𝑎0.                    (39) 

Положим 

𝛼(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑧(𝑡,𝑥,𝜇)

𝜕𝜇
|

𝜇=0
, 

𝛽(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑦(𝑡,𝑥,𝜇)

𝜕𝜇
|
𝜇=0

, 

𝛾(𝑥) =
𝜕𝑎(𝑥,𝜇)

𝜕𝜇
|

𝜇=0
.               (40) 

Принимая во внимания (40) из соотношений 

(35)–(39), с учетом гладкости правых частей 

соотношений (35), (37), (39), получаем, что 

𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽(𝑡, 𝑥)  и 𝛾(𝑥)  удовлетворяют соотно-

шениям 

𝛼(𝑡 + 1, 𝑥) = 

=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
𝛼(𝑡, 𝑥) + 

+
𝜕𝑓(𝑡,𝑥,𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥))

𝜕𝑦
𝛽(𝑡, 𝑥),                 (41) 

𝛽(𝑡, 𝑥) = ∑
𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧

𝑥1

𝑠=𝑥0

𝛼(𝑠, 𝑥), (42) 

𝛾(𝑥 + 1) =
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢̇(𝑥))

𝜕𝑎
𝛾(𝑥) + 

+
𝜕𝐹(𝑥,𝑎(𝑥),𝑢(𝑥))

𝜕𝑢
(𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)),          (43) 

     𝛾(𝑥) = 0.                       (44) 

Далее запишем специальное прираще-

ние функционала качества (7), соответствую-

щее допустимым управлениям 𝑢(𝑥) и 𝑢(𝑥, 𝜇).  
Имеем: 

𝑆(𝑢(𝑥, 𝜇)) − 𝑆(𝑢) =  𝜇
𝜕𝜙(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝛾(𝑥1) + 

+𝜇 ∑
𝜕𝐺(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
𝛼(𝑡1, 𝑥) + 𝑜(𝜇),

𝑥1

𝑠=𝑥0

 (45) 

Из соотношений (42)–(44) следует, что  

∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)𝛼(𝑡 + 1, 𝑥) =

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

= ∑ ∑ [𝑝′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
×

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0
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× 𝛼(𝑡, 𝑥)
𝑝′(𝑡,𝑥)𝜕𝑓(𝑡,𝑥,𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥))

𝜕𝑦
𝛽(𝑡, 𝑥)]. (46) 

∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)𝛽(𝑡, 𝑥) =

𝑥1

𝑥>𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= ∑ ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧

𝑥1

𝑠=𝑥0

𝑥1

𝑥>𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝛼(𝑡, 𝑠), 

(47) 

∑ 𝜓(𝑥)𝛾(𝑥 + 1) =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

= ∑ 𝜓′(𝑥)
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑎

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝛾(𝑥) + 

+ ∑ 𝜓′(𝑥)
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

× 

× (𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)).                          (48) 

Нетрудно видеть, что справедливы тож-

дества  

∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)𝛼(𝑡 + 1, 𝑥) =

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

= ∑ 𝑝′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝛼(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

= 

= − ∑ 𝑝′(𝑡0 − 1, 𝑥) 𝛼(𝑡0, 𝑥) +

𝑥1

𝑥=𝑥0

 

+ ∑ ∑ 𝑝′(𝑡 − 1, 𝑥)𝛼(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= 

= ∑ 𝑝′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝛼(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

− 

− ∑ 𝑝′(𝑡0 − 1, 𝑥)𝛾(𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

+ 

+ ∑ ∑ 𝑝′(𝑡 − 1, 𝑥)𝛼(𝑡, 𝑥),        (49) 

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

∑ 𝜓′(𝑥)𝛾(𝑥 + 1) = 𝜓′(𝑥1 − 1)𝛾(𝑥1) +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+ ∑ 𝜓′(𝑥 − 1)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝛾(𝑥).                 (50) 

Учитывая тождества (46)–(50), а также 

предполагая, что 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑥) является 

решением сопряженной системы (27)–(31) с 

рассуждениями, аналогичными рассуждениям, 

используемым при доказательстве разложения 

(45), доказывается, что разложение (46) может 

быть представлено в виде  

𝑆(𝑢(𝑥, 𝜇)) − 𝑆(𝑢) =

= −𝜇 ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥)) ×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

× (𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)) + 𝑜(𝜇).                  (51) 

Из разложения (51) следует, что если 

𝑢(𝑥) оптимальное управление, то  

−𝜇 ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

× 

× (𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)) + 𝑜(𝜇) ≥ 0. 

Из последнего неравенства, в силу про-

извольности 𝜇 ∈ [0,1], следует 

Теорема 2. Если в задаче (1)–(7) множе-

ство 𝑈 выпукло, то для оптимальности допу-

стимого управления 𝑢(𝑥)  необходимо, чтобы 

неравенство  

∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))

′
×

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

× (𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)) ≤ 0 

выполнялось для всех допустимых управлений 

𝑣(𝑥). 

Таким образом, в рассматриваемой за-

даче доказан аналог линеаризованного усло-

вия максимума. 
 

4. Аналог уравнения Эйлера  
 

Предположим, что в задаче (1)–(7) мно-

жества 𝑈  открытое, а 𝐹(𝑥, 𝑎, 𝑢)  имеет также 

непрерывное частное производное по 𝑢. 

Пусть (𝑢(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑥))  фиксирован-

ный, а (𝑢̄(𝑥) = 𝑢(𝑥) + +𝛥𝑢(𝑥), 𝑥̄(𝑡, 𝑥) =

𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛥𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥) + 𝛥𝑎(𝑥)) – про-

извольный –допустимые процессы. 

Допустим, что 𝜀 достаточно малое по аб-

солютной величине число, а 𝛿𝑢(𝑥) ∈ 𝑅𝑟, 𝑥 =
𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1  – произвольная 𝑟 -мерная 

дискретная и ограниченная вектор-функция 

(допустимая вариация управления). 

В силу открытости области управления 

𝑈  специальное приращение допустимого 

управления можно определить по формуле  

𝛥𝑢(𝑥; 𝜀) = 𝜀𝛿𝑢(𝑥).                   (52) 
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Из введенных обозначений ясно, что 

(𝛥𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛥𝑡(𝑡, 𝑥), 𝛥𝑎(𝑥))  является решением 

задачи 

 𝛥𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧̄(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)),                     (53) 

𝛥𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝛥𝑎(𝑥),              (54) 

      𝛥𝑦(𝑡, 𝑥)  = ∑ [𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧̄(𝑡, 𝑠))

𝑥1

𝑠=𝑥0

− 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))],             (55)  

𝛥𝑎(𝑥 + 1) = 𝐹(𝑥, 𝑎̄(𝑥), 𝑢̄(𝑥)) −

                         −𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)),                  (56) 

𝛥𝑎(𝑥0) = 0.                       (57) 

Из соотношений (53)–(57), с помощью 

формулы Тейлора, получаем, что 

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛥𝑦(𝑡, 𝑥), 𝛥𝑎(𝑥) являются решениями 

линеаризованных задач  

𝛥𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) =
= 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)  

+ 𝑓𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)𝛥𝑦(𝑡, 𝑥)) + 

+o1(‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ + ‖𝛥𝑦(𝑡, 𝑥)‖),                  (58) 

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝛥𝑎(𝑥),                      (59) 

𝛥𝑦(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝑔𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))Δ𝑧(𝑡, 𝑠) +

𝑥1

𝑠=𝑥0

 

+𝑜2(‖∆𝑧(𝑡, 𝑠)‖),                         (60) 

𝛥𝑎(𝑥 + 1) = 𝐹𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)𝛥𝑎(𝑥)) + 

+𝐹𝑢(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)𝛥𝑢(𝑥)) + 

+o3(‖𝑢𝛥𝑎(𝑥)‖ + ‖𝛥𝑢(𝑥)‖),         (61) 

𝛥𝑎(𝑥0) = 0.                      (62) 

Через 𝛥𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜀), 𝛥𝑦(𝑡, 𝑥, 𝜀), 𝛥𝑎(𝑥, 𝜀) обо-

значим специальное приращение состояния 

𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑥) , отвечающее специаль-

ному приращению (52) управления 𝑢(𝑥). 

Используя линеаризованные системы 

(58)–(62) докажем, что имеют место разложе-

ния: 

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜀) = 𝜀𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + o1(𝜀; 𝑡, 𝑥), 

𝛥𝑦(𝑡, 𝑥, 𝜀) = 𝜀𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) + o2(𝑡, 𝑥; 𝜀), 

𝛥𝑎(𝑥) = 𝑎𝛿𝑎(𝑥) + o3(𝜀),              (63) 

где 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑦(𝑡, 𝑥), 𝛿𝑎(𝑥)  (вариация состоя-

ния 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑥) ) является решением 

уравнения в вариациях 

𝛿𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) = 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) +

𝑓𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))𝛿𝑦(𝑡, 𝑥),             (64) 

𝛿𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝛿𝑎(𝑥),                    (65) 

𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝑔𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))𝛿𝑧
𝑥1
𝑥=𝑥0

(𝑡, 𝑠), (66) 

𝛿𝑎(𝑥 + 1) = 𝐹𝑎(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)𝛿𝑎(𝑥)) +
    +𝐹𝑢(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥)𝛿𝑢(𝑥)),                (67) 

                                𝛿𝑎(𝑥) = 0 .                 (68) 

Запишем приращение функционала ка-

чества, используя формулу Тейлора:  

𝑆(𝑢 + 𝛥𝑢) − 𝑆(𝑢) =
𝜕𝜙′(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝛥𝑎(𝑥1) + 

+o1(‖𝛥𝑎(𝑥1)‖) + 

+ ∑
𝜕𝐺′(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧
𝛥𝑧(𝑡1, 𝑥)

𝑥1

𝑥=𝑥0

+ 

+ ∑ o2(‖𝛥𝑧(𝑡1, 𝑥)‖).

𝑥1

𝑥=𝑥0

 

Отсюда, учитывая формулы (63), полу-

чаем справедливость разложения  

𝑆(𝑢 + 𝜀𝛿𝑢) − 𝑆(𝑢) = 𝜀
𝜕𝜙′(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
𝛿𝑎(𝑥1) + 

+𝜀 ∑
𝜕𝐺′(𝑥, 𝑧(𝑡1, 𝑥))

𝜕𝑧

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) +  o(𝜀). (69) 

Пусть 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑥)  являются ре-

шением сопряженной системы (27)–(31). 

Учитывая (64)–(69), легко доказать, что 

∑ 𝑝′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝛿𝑧(𝑡1, 𝑥) −

𝑥1

𝑥=𝑥0

 

− ∑ 𝑝′(𝑡0 − 1, 𝑥)𝛿𝑎(𝑥1) +

𝑥1

𝑥=𝑥0

 

+ ∑ ∑ 𝑝′(𝑡 − 1, 𝑥)𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) =

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

= ∑ ∑ 𝑝′(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥≥𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧
× 

× 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) +
𝜕𝑓(𝑡,𝑥)𝑧(𝑡,𝑥),𝑦(𝑡,𝑥)

𝜕𝑦
𝛿𝑡(𝑡, 𝑥)],  (70) 

∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑥)𝛿𝑦(𝑡, 𝑥) =

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= ∑ ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑠)

𝑥1

𝑠=𝑥0

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

𝜕𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑧(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑠) 

= ∑ ∑ ∑ 𝑞′(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥),

𝑥1

𝑠=𝑥0

𝑥1

𝑥=𝑥0

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

(71) 
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∑ 𝜓′(𝑥 − 1)𝛿𝑎(𝑥) + 𝜓′(𝑥1 − 1)𝛿𝑎(𝑥1)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 

= ∑ 𝜓′(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

[
𝜕𝐹(𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥))

𝜕𝑎
𝛿𝑎(𝑥) + 

+
𝜕𝐹(𝑥,𝑎(𝑥),𝑢(𝑥))

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑥)].                              (72) 

Принимая во внимание тождества (70)–

72), а также то, что 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑥) явля-

ются решением сопряженной системы (27)–

(31), специальная формула приращения (70) 

функционала качества представляется в виде  

𝑆(𝑢 + 𝜀𝛿𝑢) − 𝑆(𝑢) = −ε × 

× ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))𝛿𝑢(𝑥) + o(𝜀).

𝑥1−1

𝑥>𝑥0

 

Из этого разложения следует, что первая 

вариация (в классическом смысле) критерия 

качества имеет вид  

𝛿1𝑆(𝑢; 𝛿𝑢) = − 

− ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))𝛿𝑢(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

. 

Поэтому на основе основного результата 

вариационного исчисления следует, что вдоль 

оптимального управления 𝑢(𝑥)  

∑ 𝐻𝑢
′ (𝑥, 𝑎(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝜓(𝑥))𝛿𝑢(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

= 0 

для всех 𝛿𝑢(𝑥) ∈ 𝑅r, 𝑥 = 𝑥0, 𝑥 + 1, 𝑥1 − 1.  

Используя произвольность допустимой 

вариации 𝛿𝑢(𝑥)  из последнего соотношения, 

получаем справедливость следующего утвер-

ждения. 

Теорема 3. Если множество 𝑈 открытое, 

то для оптимальности допустимого управле-

ния 𝑢(𝑥) в задаче (1)–(7) необходимо, чтобы 

соотношение 

𝐻𝑢(𝜉, 𝑎(𝜉), 𝑢(𝜉), 𝜓(𝜉)) = 0 

выполнялось для всех 

𝜉 = 𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1. 

Последнее соотношение является анало-

гом уравнения Эйлера [6] для рассматривае-

мой задачи. 

 

Заключение 

В рассматриваемой задаче оптимального 

управления доказан дискретный аналог прин-

ципа максимума Л.С. Понтрягина. В случае 

выпуклости области управления установлено 

линеаризованное необходимое условие опти-

мальности без предположения выпуклости 

множества допустимых скоростей рассматри-

ваемого уравнения. 

При предположении открытости обла-

сти управления доказан аналог уравнения Эй-

лера.  

Автор благодарит рецензента за полез-

ные замечания.  
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