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Введение 

В настоящее время не исключена малая 

анизотропия Вселенной, в том числе вызван-

ная космологическим вращением, поэтому 

модели в однородных, но не изотропных мет-

риках представляют интерес, связанный с 

прошлым Вселенной и поведением материи 

вблизи сингулярного состояния.  

Ранее авторами данной работы были 

построены две космологические модели для 

метрики типа V по Бьянки в работе [1], как с 

вращением, так и без него.  

Данная работа отличается от ранее 

найденных решений, так как ранее авторами 

рассматривалась только сопутствующая ани-

зотропная жидкость.  

Метрика типа V по Бьянки с успехом 

применялась разными авторами в ряде работ: 

в связи с вопросом о связи реликтового излу-

чения с параметрами изотропных космологи-

ческих моделей [2], при построении модели с 

динамикой, аналогичной фридмановской [3], 

для построения космологической модели в 

теории гравитации Бранса–Дикке [4]. 
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1. Постановка задачи 

Рассмотрим метрику типа V по Бьянки: 

 222222222 dzCdyBedxAdtds x  
.   (1)

 
Здесь ).(),(),(, tCCtBBtAAconst   

Будем искать решение уравнений Эйн-

штейна 

,
8

2

1
4 ikikik T

c

G
RgR


                        (2)

 

где ikR – тензор Риччи, R  – скалярная кри-

визна, ikg  – метрический тензор. Принимает-

ся, что 1,1
8

4
 c

c

G
. Методом описания 

уравнений Эйнштейна является тензорный 

анализ. Таким образом, скалярная кривизна 

вычисляется по формуле 

,ik

ikRgR                             (3)

 
тензор Риччи ikR  задает один из способов 

измерения того, как отличить кривизну мно-

гообразия от кривизны плоского евклидова 

пространства. Тензор Риччи может быть вы-
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где символы Кристоффеля выражаются через 

ковариантные и контрвариантные компонен-

ты метрического тензора: 
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Источником гравитации данной модели явля-

ется несопутствующая идеальная жидкость. 

Левая (геометрическая) часть уравнений 

Эйнштейна (2) была найдена с использовани-

ем программы Mathematics с учетом ненуле-

вых ковариантных компонент метрического 

тензора ikg , полученных из метрики (1): 

.
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Правая (гравитационная) часть уравне-

ний Эйнштейна (2) представлена несопут-

ствующей идеальной жидкостью. 

Тензор энергии – импульса идеальной 

жидкости – имеет вид: 

ikkiik guuT   )( ,                  (7)

 
где ),,,( 3210 uuuuui  – компоненты 4-

скорости идеальной жидкости, для которых 

выполняется условие нормировки 1i

iuu ,   

– давление идеальной жидкости,   – плот-

ность энергии идеальной жидкости. Предпо-

лагаем, что 032  uu . 

Неизвестными величинами при реше-

нии системы уравнений Эйнштейна (2) будут: 

масштабный фактор, ненулевые компоненты 

4-скорости, давление идеальной жидкости и 

плотность энергии идеальной жидкости. 

2. Система уравнений 

Система уравнений Эйнштейна (2) бу-
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Из последних двух уравнений системы 

(8) получим, что )()( tCtB  . Из условия 

нормировки 4-скорости идеальной жидкости 

получим, что 

12

01  uAu .                         (9)

 

3. Первое решение уравнений  

Эйнштейна 

Предположим, что aBA  , где consta  . 

Тогда система уравнений (8) преобразуется к 

виду: 



Космологическая модель V типа по Бьянки 

69 
 

 

 

 

.

2

,)1()(

2
1

,1)(0

,)(

33
1

22

22222

2

2

222

0

22

2222232

2

2

00

2

0

22222

42



















Be

BBBaBBa
Ba

e

BauBa

BBBaBBa
B

uu

u

BBBa
Ba

x

x





















      (10)  

Решая систему уравнений Эйнштейна 

(10) найдем неизвестные величины: компо-

ненты 4-скорости идеальной жидкости 

0,1 10  uu ,                        (11) 

давление идеальной жидкости   
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плотность энергии идеальной жидкости 
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а также дифференциальное уравнение для вы-

числения масштабного фактора )(tBB  : 
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Решая дифференциальное уравнение 

(14), найдем масштабный фактор 
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где H – константа интегрирования, а также по-

лучим окончательные выражения для давления 

и плотности энергии идеальной жидкости:  
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Так как 0  , то идеальная жид-

кость является вакуумоподобной и не может 

вращаться. 

4. Второе решение уравнений  

Эйнштейна 

В дальнейшем мы предполагаем, что 

constA . Тогда неизвестный масштабный 

фактор – это функция )(tBB  .  

Тогда система уравнений Эйнштейна 
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Подставим из последнего уравнения си-

стемы (17) значение давления  в первые три 

уравнения системы уравнений Эйнштейна и 

получим: 
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Решая систему уравнений (18), мы по-

лучим дифференциальное уравнение для 

нахождения масштабного фактора )(tBB  : 

   02 222222  BBBABABBB  .   (19) 

Таким образом, из уравнения (19) мы 

получим два возможных решения, соответ-

ствующих двум возможным значениям мас-

штабного фактора. 

Первый случай соответствует уравне-

нию  

02 BBB  .                      (20) 

Тогда масштабный фактор имеет вид 

,0

HteBB                           (21) 

где HB ,0 – константы интегрирования (счи-

таем, что с формальной точки зрения при t  

близком к нулю, выполняется условие 

0BB  ).  
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Тогда из системы уравнений Эйнштей-

на (17) мы находим давление идеальной жид-

кости: 
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Чтобы система уравнений (17) была со-

гласована, подставим в нее найденные вели-

чины, в результате чего найдем константу ин-

тегрирования 21H . Окончательно най-

дем решение системы уравнений Эйнштейна 

в данном случае. 
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5. Третье решение уравнений 

Эйнштейна 

Другой случай соответствует уравне-

нию 

02 22222  BBBABA  .           (29) 

Тогда, масштабный фактор имеет вид: 
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где D – константа интегрирования (считаем, 

что с формальной точки зрения при t  близ-

ком к нулю, выполняется условие 0B ). 

Тогда из системы уравнений Эйнштей-
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Так как для данного решения имеется 

ограничение, следующее из формул (33): 
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то получим ограничение на время t , при ко-

тором возможна реализация второго решения: 
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6. Причинность модели 

Исследуем данную модель на причин-

ность. Будем делать это от противного.  

Для этого предположим, что существу-

ют замкнутые времениподобные кривые, на 

каждой из которых существует точка, которая 

удовлетворяет двум условиям: первое из них 

0
ds

dt
, в тоже время в связи с требованием 

времениподобности получим второе условие: 

0k

kuu .  
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Для удовлетворения этих условий до-

статочно, чтобы матрица пространственной 

части метрики (1) была положительно опре-

делена. Эта матрица имеет вид: 
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Очевидно, что условие положительной 

определенности матрицы (36) не выполняет-

ся, значит и наше предположение о существо-

вании замкнутых времениподобных линий 

является неверным. Следовательно, найден-

ное решение является причинным. 

Выводы 

Первое решение системы уравнений 

Эйнштейна (11), (15), (16) с масштабным фак-

тором (15) соответствует эпохе Гута – крайне 

малому отрезку времени, за который проис-

ходит крайне быстрое расширение Вселенной, 

а именно: стадии инфляции Вселенной.  

В данном решении несопутствующая 

идеальная жидкость является вакуумоподоб-

ной, 0  . 

Второе решение системы уравнений 

Эйнштейна (25)–(28) с масштабным фактором 

(25) также может соответствовать эпохе Гута, 

так как масштабный фактор экспоненциально 

увеличивается. В отличие от первого реше-

ния, идеальная несопутствующая идеальная 

жидкость не является вакуумоподобной, так 

как 0  . 

Третье решение системы уравнений 

Эйнштейна (30)–(33) с масштабным фактором 

(30) имеет ограничение по времени действия 

(35) и представляет собой некую "пульсиру-

ющую" модель Вселенной. Можно полагать, 

что им моделируется некоторая переходная 

стадия между двумя инфляционными стадия-

ми развития Вселенной. Надо отметить, что 

данное решение имеет, скорее, математиче-

ское значение, нежели физическое, так как 

слабо совмещается с общепринятой фридма-

новской моделью. 

Пермская группа гравитационистов за-

нимается исследованием такого кинематическо-

го параметра, как вращение Вселенной. Постро-

енные модели являются невращающимися. 

Сравнивая данные решения с ранее 

найденными нами решениями в работе [1], 

можно сделать вывод о том, что наличие 

большего количества источников гравитации 

позволяет более точно описать стадии разви-

тия Вселенной.  

С помощью несопутствующей идеаль-

ной жидкости обычно описывают барионную 

материю и холодную темную материю, кото-

рые вместе составляют приблизительно 30,8% 

содержания Вселенной. Оставшиеся пример-

но 69,2 %, согласно современным исследова-

ниям, – это темная энергия, которая послужи-

ла причиной ускорения Вселенной в совре-

менную эпоху. Также наличие темной энер-

гии позволяет Вселенной на больших мас-

штабах быть однородной.  

В работе [1] рассмотрены два случая: в 

первом случае в качестве источников грави-

тации берут сопутствующую анизотропную 

жидкость с одним вектором анизотропии, с 

помощью которой моделируется темная энер-

гия, а во втором – чистое излучение плюс 

анизотропная жидкость с двумя векторами 

анизотропии. Чистое излучение может моде-

лировать собой, например, поток фотонов. 

Первая из построенных в работе [1] мо-

делей является невращающейся, а вторая – 

вращающейся.  

Таким образом, мы можем предполо-

жить, что именно наличие такого компонента, 

как темная энергия, в сочетании с дополни-

тельным источником гравитации, может ока-

зать влияние на наличие либо отсутствие 

вращения Вселенной. Отметим также, что в 

работе [1] имеются ненулевые компоненты 

метрического тензора ikg  при ki  .  

Данное обстоятельство также оказывает 

влияние на отсутствие либо наличие враще-

ния у рассматриваемой модели, что подтвер-

ждается множеством ранее построенных кос-

мологических моделей Вселенной. 
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