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Введение 

В статье [1] подробно описан алгоритм 

определения и изучения геометрических про-

странств, получающихся в результате "склеи-

вания" трехмерного евклидова пространства 

Е3 при помощи равномерно-разрывных под-

групп группы движений этого пространства. 

Полученные пространства называют развер-

тывающимися на пространство Е3.  

Определение 1 [1]. Подгруппа G дви-

жений евклидова пространства называется 

равномерно-разрывной, если существует та-

кое положительное действительное число d, 

что для любого g  G и любой точки Х  Е3 

условие X g(X) d выполняется тогда и 

только тогда, когда X  g(X).  

В статье [2, теорема 7] показано, что 

существует точно девять типов равномерно-

разрывных групп движений трехмерного ев-

клидова пространства. Отсюда следует, что 

существует точно девять нетривиальных ти-

пов геометрических пространств, разверты-

вающихся на трехмерное евклидово про-

странство. В статьях [1] и [2] описаны цилин-

дрическое пространство (пространство Е3
1), 

получающиеся "склеиванием" пространства 

Е3 при помощи циклической группы G1 = 

 
a

Т , где a
Т параллельный перенос про-

странства Е3 на вектор a ( 0a ), и про-

странство Е3
2, получающееся "склеиванием" 

пространства Е3 при помощи группы G2 = 

{ a
Т }{ b

Т } ( a  и b не коллинеарны). 

Пусть F любая фигура в Е3.  

Определение 2 [1]. "Склеиванием" ор-

биты {Gk(F)} называется результат отож-

дествления всех элементов этой орбиты. При 

этом "склеиваются" орбиты всех точек фигу-

ры F. 

Результат "склеивания" орбиты {Gk(F)} 

обозначим F*, т. е. F*={Gk(F)}. Результаты 

"склеивания" орбит точек, прямых и плоско-

стей пространства Е3 будем называть новыми 

точками, прямыми и плоскостями соответ-

ственно.  

Определение 3 [1]. Пространством, по-

лученным "склеиванием" пространства Е3 при 

помощи группы Gk, называется множество 

всех новых точек, прямых и плоскостей. Обо-

значим это пространство Е3
к. 

1. "Склеивание" пространства Е3 при 

помощи группы G3 = 
a

Т   
b

Т   { c
Т } 

 

1.1. Определение пространства Е3
3 

Если все группы вида  
a

Т   
b

Т   

{ c
Т } с некомпланарными векторами a , b  

и c  изоморфны, то можно считать, что эти 

векторы попарно перпендикулярны. 

Пусть А – произвольная точка про-

странства Е3. Орбитой точки А при действии 

группы G2 будет множество точек:  

A* = {


nmkA ,, }= 

 ZnZmZkAТ
cnbmak




,,),( . 

Все точки орбиты лежат в узлах про-

странственной решетки, каждая ячейка кото-

рой – прямоугольный параллелепипед, по-

строенный на векторах a , b и c , как на 

ребрах (рис. 1). Все эти точки "склеиваются" 

в одну новую точку пространства Е3
3. Все 

ячейки решетки "склеиваются" в одну (лю-

бую из них). 

 

Рис. 1 

Пусть П1, П2, П3 такие три евклидовы 

плоскости, что П1  a , П2 b , П3  c .  

Орбиты этих плоскостей разбивают 

пространство Е3 на прямоугольные паралле-

лепипеды, построенные на векторах a , b и 

c , как на ребрах. 

Все эти параллелепипеды "склеивают-

ся" в один (любой из них, например, в 

АВСDA1B1C1D1, рис. 2). При этом "склеивают-

ся" противоположные грани, параллельные 

ребра и все вершины.  

Получили первую модель пространства Е3
3 .  
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Эту модель обозначим Ф.  

В четырехмерном пространстве резуль-

татом описанного "склеивания" является че-

тырехмерный тор.  

Это вторая модель пространства Е3
3. 

 

 

Рис. 2 

 

Расстоянием между точками А* и В* 

в пространстве Е3
3 называется число  

А* В*= min(AiBjевк., 

где Ai и Bj пробегают все элементы орбит то-

чек А и В соответственно.  

Свойства расстояния между точками: 

1. Для любой упорядоченной пары то-

чек А*, В* пространства Е3
3 расстояние опре-

делено и однозначно.  

2. А*В* = В* А*для любых точек А*, 

В*.  

3. А*В*  0 для любых точек А*, В*. 

При этом А*В* = 0 тогда и только тогда, ко-

гда А* = В*. 

4. В орбитах точек А* и В* всегда 

найдутся евклидовы точки Аi и Bj соответ-

ственно  такие, что А*В*=  Аi  Bjевк..  

5. А*В* + В*С*  А*С*. 

6. 0  А*В*  max( ,2 cba   
cba  2 , cba 2 ). 

1.2. Прямые в пространстве Е3
3 

Пусть р* – любая прямая в пространстве 

Е3
3. Она получается "склеиванием" орбиты 

некоторой прямой р пространства Е3. Одна из 

прямых, входящих в орбиту прямой р, пере-

секает параллелепипед Ф. Можно считать, 

что это сама прямая р.  

Для прямой р возможны следующие 

случаи: 

1. р a . Прямая р пересекает паралле-

лепипед Ф по отрезку MN, перпендикулярно-

му грани AA1D1D (рис. 3). 

Вся орбита прямой р "склеивается" с 

этим отрезком, при этом точки M и N тоже 

"склеиваются". Полученная в пространстве 

Е3
3 прямая – это прямая первого рода. На мо-

дели Ф они изображаются отрезками, перпен-

дикулярными грани AA1D1D со "склеенными" 

концами. В четырехмерном пространстве эти 

прямые изображаются окружностями радиуса 

2

a
. Все прямые первого рода имеют конеч-

ную длину, равную a . Через любую точку 

пространства Е3
3 проходит прямая первого 

рода и только одна. Любые две различные 

прямые первого рода не пересекаются.  

 

Рис. 3 

2. рb . По аналогии с первым случа-

ем получаем прямые второго рода, которые 

на первой модели изображаются отрезками, 

перпендикулярными грани АА1В1В со "скле-

енными" концами. В четырехмерном про-

странстве эти прямые изображаются окруж-

ностями радиуса 
2

b
. Все прямые второго 

рода имеют конечную длину, равную b . 

Через любую точку пространства Е3
3 прохо-

дит прямая второго рода и только одна. Лю-

бые две различные прямые второго рода не 

пересекаются. Любая прямая первого рода 

либо пересекает прямую второго рода в одной 

точке, либо не имеет с ней ни одной общей 

точки.  

3. р c . По аналогии с первым случа-

ем получаем прямые третьего рода, которые 

на первой модели изображаются отрезками, 

перпендикулярными грани АВCD со "склеен-

ными" концами. В четырехмерном простран-

стве эти прямые изображаются окружностями 

радиуса 
2

c
. Все прямые третьего рода 

имеют конечную длину, равную c .  
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Через любую точку пространства Е3
3 

проходит прямая третьего рода и только одна. 

Любые две различные прямые третьего рода 

не пересекаются. Любая прямая первого или 

второго рода либо пересекает прямую третье-

го рода в одной точке, либо не имеет с ней ни 

одной общей точки.  

4. Прямая р не параллельна ни вектору 

a , ни вектору b , ни вектору c . Не нару-

шая общности, можно считать, что прямая р 

проходит через вершину А параллелепипеда 

Ф (рис. 3). В этом случае прямая р будет пе-

ресекать плоскость одной из граней паралле-

лепипеда в точке, отличной от точки А. Пусть 

это будет точка К. Тогда csbnamAK  . 

Возможны два случая.  

1). Коэффициенты m, n, s – целые числа.  

В этом случае результатом "склеивания" пря-

мой р будет окружность (прямая четвертого 

рода), длина которой равна csbnam  . 

Эта окружность в модели в четырехмерном 

пространстве "навернута" на трехмерный тор. 

2). Среди чисел m, n, s хотя бы одно не 

является целым. В этом случае результатом 

"склеивания" прямой р будет винтовая линия 

(прямая пятого рода). Эта винтовая линия в 

модели в четырехмерном пространстве 

"навернута" на трехмерный тор. Прямые пя-

того рода бесконечны. Любая прямая первого, 

второго, третьего или четвертого рода либо не 

пересекает данную прямую четвертого рода, 

либо имеет с ней одну общую точку. Любая 

прямая четвертого рода либо не пересекает 

прямую пятого рода, либо имеет с ней беско-

нечно много общих точек. Любые две раз-

личные прямые пятого рода либо не пересе-

каются, либо имеют бесконечно много общих 

точек. 

В пространстве Е3
3 любые две различ-

ные точки прямой первого (или второго, или 

третьего, или четвертого) рода разбивают эту 

прямую на два отрезка. Любые две различные 

точки прямой пятого рода определяют на этой 

прямой отрезок и два луча.  

1.3. Плоскости в пространстве Е3
3 

Пусть П* – произвольная плоскость в 

Е3
3. Она получается "склеиванием" орбиты 

некоторой плоскости П пространства Е3.  

Одна из плоскостей, входящих в орбиту 

плоскости П, пересекает параллелепипед Ф. 

Можно считать, что это сама плоскость П.  

Для плоскости П возможны следующие 

случаи:  

1. Плоскость П параллельна векторам 

a и b . В этом случае П пересекает Ф по 

прямоугольнику MNPQ (рис. 4). 

Орбита плоскости П "склеивается" с 

этим прямоугольником. При этом ребро MN 

"склеивается" с ребром QP, а ребро NP "скле-

ивается" с ребром MQ. Это плоскость перво-

го рода. 

 

Рис. 4 

На модели Ф плоскости первого рода 

изображаются прямоугольниками, плоскости 

которых параллельны грани ABCD. Кроме 

того, у этих прямоугольников "склеены" про-

тивоположные ребра. На модели в четырех-

мерном пространстве они будут изображаться 

трехмерными торами. Через любую точку 

пространства Е3
3 проходит плоскость первого 

рода и только одна. Любые две различные 

плоскости первого рода не имеют ни одной 

общей точки. 

2. Плоскость П параллельна векторам 

a  и c . По аналогии с первым случаем по-

лучаем плоскости второго рода. На модели 

Ф плоскости второго типа изображаются 

прямоугольниками, параллельными грани 

AA1В1В, у которых "склеены" противополож-

ные ребра. На модели в четырехмерном про-

странстве они будут изображаться трехмер-

ными торами. Через любую точку простран-

ства Е3
3 проходит плоскость второго рода и 

только одна. Любые две различные плоскости 

второго рода не имеют ни одной общей точ-

ки. Любая плоскость первого рода пересекает 

любую плоскость второго рода по прямой 

третьего рода. 

3. Плоскость П параллельна векторам 

b и c . По аналогии с первым случаем полу-

чаем плоскости третьего рода.  
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На модели Ф плоскости третьего типа 

изображаются прямоугольниками, параллель-

ными грани AА1D1ВD, у которых "склеены" 

противоположные ребра. На модели в четы-

рехмерном пространстве они будут изобра-

жаться трехмерными торами. Через любую 

точку пространства Е3
3 проходит плоскость 

третьего рода и только одна. Любые две раз-

личные плоскости третьего рода не имеют ни 

одной общей точки. Любая плоскость первого 

(второго) рода пересекает плоскость третьего 

рода по прямой второго (первого) рода.  

4. Плоскость П параллельна вектору a  

(или вектору b , или вектору c ), но не па-

раллельна векторам b и c  (или a  и c , или 

a  и b  соответственно). В пространстве Е3
3 

получаем плоскости четвертого рода.  

5. Плоскость П не параллельна ни век-

тору a , ни вектору b , ни вектору c .  

В пространстве Е3
3 получаем плоско-

сти пятого рода. 

1.4. Свойства прямых и плоскостей  

в пространстве Е3
3 

1. Через любые две различные прямые 

первого рода проходит либо плоскость перво-

го рода, либо плоскость второго рода, либо 

плоскость четвертого рода. 

2. Через любые две различные прямые 

второго рода проходит либо плоскость перво-

го рода, либо плоскость третьего рода, либо 

плоскость четвертого рода. 

3. Через любые две различные прямые 

третьего рода проходит либо плоскость тре-

тьего рода, либо плоскость второго рода, либо 

плоскость четвертого рода. 

4. Через любые две различные прямые 

четвертого (пятого) рода либо проходит одна 

плоскость четвертого рода, либо рода, либо 

одна плоскость четвертого рода, либо плос-

кость пятого рода. 

5. Через любые две различные прямые 

пятого рода либо проходит одна плоскость 

четвертого рода, либо бесконечно много 

плоскостей пятого рода. 

6. Через любые две прямые первого и 

второго рода проходит либо плоскость перво-

го рода, либо плоскость четвертого рода. 

7. Через любые две прямые первого и 

третьего рода проходит либо плоскость вто-

рого рода, либо плоскость четвертого рода. 

8. Через любые две прямые второго и 

третьего рода проходит либо плоскость тре-

тьего рода, либо плоскость четвертого рода. 

9. Через любые две прямые первого и 

четвертого (или пятого) рода проходит плос-

кость первого рода. 

10. Через любые две прямые второго и 

четвертого (или пятого) рода проходит плос-

кость второго рода. 

11. Через любые две прямые третьего и 

четвертого (или пятого) рода проходит плос-

кость третьего рода. 

12. Через любые две прямые четвертого 

и пятого рода проходит плоскость первого 

рода либо проходит плоскость пятого рода, 

либо не проходит ни одной плоскости. 

1.5. Параллельность прямых и плоскостей 

в пространстве Е3
3 

Определение 4. Прямые p* и q* про-

странства Е3
3 называются параллельными, 

если они либо совпадают, либо лежат в одной 

плоскости и не имеют ни одной общей точки 

(обозначение p*  q*). 

Определение 5. Плоскости П1
* и П2

* 

пространства Е3
3 называются параллельными, 

если они либо совпадают, либо не имеют ни 

одной общей точки (обозначение П1
* П2

*). 

Определение 6. Плоскость П* и прямая 

р* пространства Е3
3 называются параллель-

ными, если прямая р* либо лежит в плоскости 

П*, либо не имеет с ней ни одной общей точки 

(обозначение р*П*).  

Свойства параллельных прямых  

и плоскостей: 

1. p* р*; 

2. p* q*  q*p*; 

3. ( p* q* , q*r*)   p* r*; 

4. П*П*; 

5. П1
* П2

*  П2
* П1

*; 

6. (П1
* П2

*, П2
* П3

*)  П1
* П3

*). 

7. Через любую точку пространства Е3
3 

проходит прямая, параллельная данной пря-

мой и только одна.  

8. Через любую точку пространства Е3
3 

проходит плоскость, параллельная данной 

плоскости и только одна.  

9. Любые две прямые первого рода 

(второго или третьего рода) параллельны. 

10. Если прямая р* является прямой чет- 
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вертого (пятого) рода, то параллельная ей 

прямая тоже является прямой четвертого (пя-

того) рода. 

11. Любые две плоскости одного и того 

же первого, второго или третьего рода парал-

лельны.  

12. Если плоскость является плоско-

стью четвертого или пятого рода, то парал-

лельная ей плоскость будет иметь тот же род.  

13. Если П* – плоскость первого (второ-

го или третьего) рода, то все прямые, прохо-

дящие через любую данную точку и парал-

лельные П*, лежат в одной плоскости первого 

(второго или третьего) или четвертого рода. 

14. Если П* – плоскость четвертого (пято-

го) рода, то все прямые, проходящие через лю-

бую данную точку и параллельные П*, лежат в 

одной плоскости четвертого (пятого) рода. 

1.6. Углы между прямыми и плоскостями  

в пространстве Е3
3 

Так как движение евклидова простран-

ства сохраняет углы между прямыми, плоско-

стями и между прямой и плоскостью, то углы 

в пространстве Е3
3 можно определить следу-

ющим образом.  

Углом между прямыми р* и q* (между 

плоскостями П* и К*, прямой р* и плоскостью 

П*) называется угол между соответствующи-

ми им евклидовыми прямыми р и q (плоско-

стями П и К, прямой р и плоскостью П). 

Прямые р* и q*(плоскости П* и К*, пря-

мая р* и плоскость П*) называются перпенди-

кулярными, если перпендикулярны соответ-

ствующие им евклидовы прямые р и q (плос-

кости П и К, прямая р и плоскость П). Если 

прямая р* q* и р* пересекает q*, то р* называ-

ется перпендикуляром, опущенным на q*.  

Свойства перпендикулярности прямых и 

плоскостей: 

1. Из любой точки на любую прямую 

можно опустить перпендикуляр и только 

один.  

2. Если р* q*, то q* р*.  

3. Любые две прямые первого и второго 

рода, первого и третьего рода, второго и тре-

тьего рода попарно перпендикулярны.  

4. Все прямые, проходящие через данную 

точку и перпендикулярные прямой первого ро-

да, лежат в одной плоскости третьего рода. 

5. Все прямые, проходящие через дан-

ную точку и перпендикулярные прямой вто-

рого рода, лежат в одной плоскости второго 

рода. 

6. Все прямые, проходящие через дан-

ную точку и перпендикулярные прямой тре-

тьего рода, лежат в одной плоскости первого 

рода. 

7. Прямая, перпендикулярная прямой 

четвертого (пятого) рода, может быть либо 

прямой четвертого рода, либо прямой пятого 

рода. 

8. Все прямые, проходящие через дан-

ную точку и перпендикулярные прямой чет-

вертого (пятого) рода, лежат в одной плоско-

сти пятого рода. 

9. Любые две плоскости первого и вто-

рого рода, первого и третьего рода, второго и 

третьего рода попарно перпендикулярны.  

11. Через любую точку проходит беско-

нечно много плоскостей, перпендикулярных 

любой данной плоскости. 

12. Через любую прямую проходит 

единственная плоскость, перпендикулярная 

любой данной плоскости.  

13. Все плоскости, проходящие через 

одну точку и перпендикулярные плоскости 

первого (второго или третьего) рода, пересе-

каются по прямой третьего (второго или пер-

вого) рода соответственно. 

14. Через любую точку проходит един-

ственная прямая, перпендикулярная любой 

данной плоскости.  

15. Любая прямая, перпендикулярная 

плоскости первого (второго или третьего) ро-

да, является прямой третьего (второго или 

первого) рода соответственно.  

16. Через любую точку пространства Е3
3 

проходят три попарно перпендикулярные 

плоскости. 

1.7. Движения пространства Е3
2 

Определение 4 ([4, стр. 11]). Движени-

ем пространства Е3
3 называется взаимно 

однозначное отображение множества точек 

этого пространства на себя, при котором со-

храняется расстояние между точками. 

Обозначим W множество орбит всех то-

чек пространства Е3.  

Пусть G – группа всех движений про-

странства Е3, G
*  множество всех движений, 

при которых множество W отображается само 

на себя. Очевидно, G* является подгруппой в 

группе G и G3 является инвариантной под-

группой в группе G
* ([3, стр. 11]).  



Г. Г. Шеремет, З. И. Андреева 

20 
 

При этом движения из G3 и только они 

отображают каждую орбиту саму на себя.  

В группу G* входят   

1. Все параллельные переносы про-

странства Е3 на векторы cnbmak  , где k, 

m, n – любые целые числа;  

2. Все центральные симметрии;  

3. Все осевые симметрии, оси которых 

параллельны либо вектору a , либо вектору 

b , либо вектору c ;  

4. Все скользящие симметрии, оси ко-

торых параллельны либо вектору a , либо 

вектору b , либо вектору c ;  

5. Все симметрии относительно плос-

костей, перпендикулярных либо вектору a , 

либо вектору b , либо вектору c ;  

6. Все скользящие симметрии относи-

тельно плоскостей, перпендикулярных либо век-

тору a , либо вектору b , либо вектору c . 

Так как каждое движение из G* отобра-

жает орбиту на орбиту, то каждая точка из Е3
3 

отобразится на точку из Е3
3. Разные точки, 

очевидно, будут отображаться на разные же 

точки. Так как каждое движение из G* сохра-

няет евклидово расстояние, то будет сохра-

няться и расстояние между соответствующи-

ми точками в пространстве Е3
3.  

Итак, каждому движению из 

G*соответствует движение пространства Е3
3. 

Легко доказать и обратное: каждому движе-

нию пространства Е3
2 соответствует хотя бы 

одно движение евклидового пространства.  

Из сказанного выше следует 

Теорема 1. Группа движений простран-

ства Е3
3 изоморфна фактор-группе группы G* 

по подгруппе G3.  

Рассмотрим частные виды движений 

пространства Е3
3. Все движения из G2 порож-

дают тождественное преобразование про-

странства Е3
3. Для остальных движений из G* 

возможны следующие случаи:  

1. Пусть g
Т  произвольный параллель-

ный перенос пространства Е3. Если 

cnbmakg  , то g
Т  порождает тожде-

ственное преобразование в Е3
3. Если 

cnbmakg  , то g
Т  порождает сдвиг 

по прямой. Все точки сдвигаются на одно и 

то же расстояние. 

2. Центральная симметрия пространства 

Е3 порождает центральную симметрию 

пространства Е3
3. 

3. Осевые симметрии с осями, парал-

лельными либо вектору a , либо вектору b , 

либо вектору c  порождают осевые симмет-

рии пространства Е3
3 , осями которых явля-

ются прямые первого, второго или третьего 

рода соответственно. 

4. Скользящие осевые симметрии с 

осями, параллельными либо вектору a , либо 

вектору b , либо вектору c  порождают 

скользящие осевые симметрии пространства 

Е3
3, осями которых являются прямые первого, 

второго или третьего рода соответственно. 

5. Симметрии относительно плоскостей, 

перпендикулярных векторам a , b , или c , 

порождают симметрии пространства Е3
3 отно-

сительно плоскостей третьего, второго, или 

первого рода соответственно.  

6. Скользящие симметрии относительно 

плоскостей, перпендикулярных векторам 

a , b или c , порождают скользящие сим-

метрии пространства Е3
3 относительно плос-

костей третьего, второго, или первого рода 

соответственно.  
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