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1. Предварительные положения  
 

К подобно изменяемым механическим 

системам [1] относятся системы, у которых 

эллипсоид инерции, построенный для непо-

движного (опорного) полюса, в каждый мо-

мент времени образует геометрически подоб-

ные фигуры согласно преобразованию гомо-

тетии. Системы такого рода обладают изме-

няемой во времени конфигурацией, а величи-

на их массы и ее состав могут быть как пере-

менными, так неизменными (постоянными). К 

объектам такого класса могут относиться ме-

ханические системы, моделируемые как: 

− твердые тела, равномерно выгорающие, 

сублимирующие или напыляемые по всей их 

поверхности;  

− механические системы постоянного со-

става массы с гомотетическим изменением их 

конфигурации. 

Закон структурно-динамического подо-

бия механических систем является одной из 

форм базовой управляющей программы, ре-

гулирующей изменение во времени их струк-

туры [2]. 

В дальнейшем рассматриваются неко-
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торые локальные свойства программного из-

менения этой структуры. 

Предполагается, что сложная механиче-

ская система (СМС) движется так, что ее неиз-

меняемая твердая основа (база) вращается во-

круг определенного неподвижного полюса О в 

однородном параллельном поле силы тяжести 

под воздействием заданного результирующего 

силового момента L (t) ).),0[( Tt  

Введем правые координатные ортобази-

сы 321 ,,   с общим началом в полюсе О: не-

подвижный ;1  базис 2 , неизменно связан-

ный с носителем, и базис 3   321 xxxO , оси 

jxO  3,2,1j  которого для каждого момен-

та времени Tt  направлены по главным в 

полюсе О осям тензора инерции СМС с мат-

рицей .)](),(,)([diag)( 321 tAtAtAt J  В силу 

непрерывного по Tt  изменения конфигура-

ции и состава массы СМС базис 3  в общем 

случае вращается относительно 2  с угловой 

скоростью )( r

j

r ω , зависимость которой от 

величин заданных компонент Aj (t) тензора 

инерции СМС J (t) известна [2]. 
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Таким образом, непрерывные и непре-

рывно дифференцируемые зависимости вида 

ωr (t), J (t), отнесенные к базису Γ3, считаются 

программно заданными и, следовательно, из-

вестными в любой момент времени Tt . 

Рассмотрим движение СМС под дей-

ствием квазиреактивных сил [2], обусловлен-

ных переносом рабочего тела [2] из некоторой 

области Θ, принадлежащей объекту, с про-

граммно заданной абсолютной скоростью       

u (t). Главный момент этих сил относительно 

полюса О для Tt  определяется как 

 






 dV

t
t urL


)( .                (1) 

Здесь ),( rt  – локальная плотность массы в 

области Θ; )(tu  – абсолютная скорость пере-

носа точечных масс рабочего тела из Θ; 

),( rr t  – радиус-вектор точки этой области. 

Обозначим 

,rGωG  J      ,)( 1 rrt Gωλ  J     (2) 

,1 λGJωωΩ  r  

)()()( 1

3

1

21 tAtAtm         (1, 2, 3), 

где Ωω ,  – абсолютные угловые скорости но-

сителя СМС (базиса 2 ) и базиса 3 ; ),( jGG  

)(trG  – кинетические моменты относительно 

полюса О всего объекта и рабочего тела, со-

ответственно (последний − относительно ба-

зиса 2 ); λ (t) − эффективная угловая скорость 

базиса 2 ; )3,2,1()( jtAj  − главные осевые 

моменты инерции СМС, заданные для каждо-

го Tt  в осях базиса 3 . Характерные век-

тор-параметры )(,)( tt rGL являются управ-

ляющими [2]; каждый из них задан програм-

мой, определенной во времени. Любые огра-

ничения, налагаемые на заданные управляю-

щие параметры, являются управляющими свя-

зями. Здесь и далее символ (1, 2, 3) обозначает 

циклическую перестановку величин с индек-

сами 1, 2, 3. 

Пусть M (t) − величина массы СМС; g − 

стандартное значение величины ускорения 

силы тяжести; P = Mg; s (s1, s2, s3) − орт, 

неизменно связанный с базисом 1  такой, что 

sP P ; )(,)( trt jCr  − радиус-вектор центра 

тяжести объекта K и его координаты в проек-

циях на оси базиса 3  ( j = 1, 2, 3). 

Движение СМС при данных предпо-

сылках характеризуется системой уравнений 

типа Жуковского–Пуассона [2]: 

,0

,)(









sλsGJs

rsLGλGGJG

1

C
1



 P
    (3) 

где L (L1, L2, L3) определяется равенством (1); 

),,( 321 λλ  − характерный вектор, опре-

деляемый равенством (2). 

Уравнения (3) в проекциях на главные в 

полюсе О оси инерции СМС, определяемые 

базисом 3 , принимают вид [2] 

,)( 3223123323211 srsrPLGGGGmG  

,0)()( 233
1

3322
1

21   sGAsGAs   (4)  

(1, 2, 3). 

2. Структурно-динамическое подобие  

системы 

 
Пусть Θ − открытая регулярная (без 

особых точек) область конфигурационного 

пространства R3, вложенная в некоторую за-

мкнутую (ограниченную) связную область D, 

охватывающую механическую систему. Об-

ласть Θ содержит рабочее тело системы (по-

нятие [2]), совершающее для Tt  заданный 

непрерывный циркуляционный и (или) кон-

векционный массоперенос [2]. 

Введем для Tt  вектор-функции клас-

сов ,)(C,)(C 01 TT  соответственно: 

VdttttMt
D

C )(),()()()( rrrQ       (5)    

− статический момент СМС относительно по-

люса О; 

Vdttt rr )(),()( vrK 


                (6) 

− результирующее количество движения ра-

бочего тела (присоединенных масс СМС), 

циркулирующего в области Θ с заданной ско-

ростью vr относительно базиса .2  

Обозначим: k (t), μ(t) − заданные огра-

ниченные функции (μ > 0), определенные в 

классах ,)(C,)(C 21 TT  соответственно, та-

кие, что для ]3,2[Tt  имеем 
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

t

dkt
0

.)(exp)(                   (7) 

Зададим для Tt  соотношения [2, 3]: 

,)()( 01 EJJ tt 
                  (8) 

,)()(,)()( 00 QQ tttMtM       (9)  

где E − единичная матрица, а μ определяется 

равенством (7). Здесь и всюду далее элементы 

матрицы инерции J для Tt  задаются в осях 

базиса 3 , причем 

,)](,)(,)([diag)( 321 tAtAtAt J  

а верхний нулевой индекс относится к значе-

ниям соответствующих величин при t = 0.  

Пусть N − произвольная точка области 

Θ, rN − ее радиус-вектор. Введем вектор-

функцию [2]: 

),()()( TtVdt
t

t N

V 



 



rrQ


  (10) 

− статический момент относительно полюса О 

подсистемы объектов рабочего тела, перене-

сенных через фиксированную поверхность 

области Θ в единицу времени. 

Замечание. В дальнейшем все приводи-

мые соотношения определяются или задаются 

для DN r  и (или) для Tt  без допол-

нительных оговорок о принадлежности. 

Утверждение 1. Для того чтобы выпол-

нялись соотношения (9), достаточно, чтобы 

выполнялись условия [2, 3]: 

,0)(,),()( 



tttk

t

rKr


       (11) 

где ρ − функция класса ,)(C2 T а k (t) − вели-

чина, связанная с функцией μ (t) зависимо-

стью (7). 

Доказательство. Зададим начальные 

условия 

.)0(,)0( 00 QQ  MM            (12) 

Интегрируя первое равенство (11) по 

области Θ, в силу соотношений  

,)(,),()( Vd
t

tMVdttM
D









 r  (13) 

в результате получаем [1] 

,)()()(1 tktMtM                     (14) 

а согласно зависимостям (5), (10) и первому 

условию (11), находим 

.)()()( ttktV QQ                    (15) 

Дифференцируя по t равенство (5) отно-

сительно базиса ,2  в силу равенства (6) и 

второго условия (11) получаем 

,)()( tt VQQ                         (16) 

а из соотношений (15), (16) следует 

,)()()( ttkt QQ                     (17) 

где коэффициент  1)( tk  [2, 3]. 

Интегрируя равенства (14), (17) при 

условиях (12), с учетом зависимости (7) полу-

чаем соотношения (9). 

Замечание. Первое равенство (11), вы-

полняющееся в открытой регулярной области 

D, определяется как достаточное, так и как 

необходимое условие существования первого 

соотношения структурного подобия (9). □ 

Докажем выполнимость соотношения 

(8). Предположим, что присоединенная под-

система (рабочее тело СМС) изменяет конфи-

гурацию массы системы так, что для любого 

значения Tt  каждая ее точка DN   

перемещается относительно базиса 2  со 

скоростью [2] 

.)()()( ttktr rv                     (18) 

Утверждение 2. Для того чтобы выпол-

нялось соотношение (8), достаточно, чтобы в 

открытой регулярной области Θ выполнялось 

условие (18) и первое ограничение (11). 

Доказательство. Пусть Θ − открытая 

регулярная область, такая, что .D  Зада-

дим начальные условия: 

.)0(,)0( 00 rrJJ               (19) 

Дифференцируя по t равенство [4, c. 39] 

Vdtt
D

)(),()( 2
rrErrJ         (20) 

относительно базиса 2 , в силу зависимостей 

(11), (13), (20) получаем 

.)()()(1 EJJ tktt    



Н. Н. Макеев  

28 
 

Отсюда при начальных условиях (19) для J 

следует соотношение (8). □ 

Введем управляющую связь [3]: 

,)()( 010 λωJG   rr t   

которая в силу соотношения (8) эквивалентна 

зависимости 

.)()( 0λλ tt                        (21) 

В этом случае система равенств (8), (9), 

(21) выражает закон структурно-динамиче-

ского подобия СМС как механического объек-

та с изменяемыми во времени величиной мас-

сы и геометрией конфигурации. При этом как 

структурное (конфигурационное), так и дина-

мическое подобие носят реономный характер. 

Соотношения (8), (9), представленные в 

координатных осях базиса 3  в виде [1, 2] 

)(
)()(

)( 00

0

t
Q

tQ

M

tM

tA

A

j

j

i

i            (22) 

,)3,2,1,( ji  

и присоединенное к ним условие (21) опреде-

ляют реономно-гомотетический закон изме-

нения конфигурационных и динамических 

параметров СМС, представляющий случай 

центроаффинного преобразования евклидова 

пространства-времени (Aj, Qj,  λj, M, t) (j = 1, 2, 

3) размерности n = 11. 

В силу структурно-динамического по-

добия, согласно условию (8), эллипсоиды 

инерции СМС, построенные для неподвижно-

го полюса О, в каждый момент времени обра-

зуют гомотетичные геометрические фигуры с 

центром гомотетии в полюсе О и реономным 

коэффициентом .)(1 t  При этом функция    

k (t), которая согласно принятой зависимости 

(7) равна ,)( 1 tk  такова, что ее модуль 

представляет аналог коэффициента скорости 

относительной конфигурационной "деформа-

ции" системы [3]. 

Механический объект, для которого вы-

полняется закон структурно-динамического 

подобия (22), является подобно изменяемой 

СМС [2, 3].  

Из соотношений (22) непосредственно 

следуют известные зависимости изменения 

величины массы системы и материальной 

точки [5]. В частности, при k (t) ≡ const = a 

имеем 

,)(exp)( 0 taMtM   

а при )0const(1)(   tt имеем 

.)),0[()1()( 10 TttMtM    

В частности, если k (t) ≡ 0, μ (t) ≡ 1, то, в 

силу равенств (9), (8) получаем M (t) ≡ M 0,      

J (t) ≡ J0, соответственно.  

Если вместо соотношений (8), (9) или 

(22) изначально задать только структурно-ди-

намические условия (9) или, в координатной 

форме, 

,)3,2,1,()(
)(

)( 0

0

 jit
Q

tQ

tA

A

j

j

i

i   

то отсюда следуют зависимости 

0const)()()(  ijji ntrtMtA        (23) 

.)3,2,1,( ji  

Конфигурационно-параметрические ог-

раничения вида (23) являются одной из инва-

риантных форм представления свойства стру-

ктурно-динамического подобия СМС. Каждое 

отдельное равенство (23) не выражает закон 

подобия в целом, а определяет лишь подобие 

по данным величинам с фиксированными 

значениями индексов i, j. 

Соотношения такого рода применены, в 

частности, в работах [2, 6, 7]. При известных 

заданных зависимостях )(,)( tMtAi  (i = 1, 2, 

3) каждый инвариант из множества (23) одно-

значно определяет уравнение движения про-

екции центра масс СМС на координатные оси 

jOx  ( j = 1, 2, 3) базиса .3   

 

3. Приводимость уравнений  

движения системы 

Под приводимостью неавтономной си-

стемы уравнений движения СМС понимается 

существование некоторого неособого анали-

тического преобразования, приводящего дан-

ную систему уравнений к соответствующей 

автономной динамической системе.  

Идея приводимости динамической си-

стемы в указанном смысле принадлежит А.М. 

Ляпунову [8], который применил ее к линей-

ной неавтономной системе уравнений.  

Здесь данное понятие распространяется 

на нелинейную неавтономную динамическую 

систему уравнений (3) в предположении о 

существовании определенных условий.  
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Эти условия выражаются структурно-

динамическими ограничениями, а также усло-

виями существования неособого преобразова-

ния, реализующего это приведение. 

Положим, что СМС имеет подобно из-

меняемую структуру, подчиненную ограни-

чениям (8), (9), (21) и находится в пассивном 

режиме движения, при котором L (t) ≡ 0. По-

кажем, что в этом случае динамическая си-

стема (3) приводима.  

Выполняя неособое гладкое преобразо-

вание )),0[(),(),(  pG t со-

гласно равенствам  



t

d
0

00 ,)(,)( λpJG      (24) 

представим систему уравнений (3) подобно 

изменяемой СМС в виде 

,0

,)( 00000





sps

QspλJpJppJ g
 

где штрих обозначает производную по τ. 

Преобразование (24) позволяет сопоста-

вить движение фазовой точки СМС в про-

странстве (G, t) движению ее образа, проис-

ходящего в пространстве (p, τ). Это преобра-

зование отражает гладкий диффеоморфизм 

класса .C1
 При этом полученная система 

уравнений является приведенной в упомяну-

том выше смысле. 

Пусть движение СМС происходит в ак-

тивном режиме, при котором L (t) ≠ 0 для 

значений .Tt  Введем структурные ограни-

чения [2] 

EJJr )()()(,0)( 101 tttC  
 (25) 

и управляющую связь [2, 3] 

,)()()( 0λωJG  rr tt              (26) 

где 0  − заданная ограниченная функция  

класса 
1C  такая, что .0)0(   

Утверждение 3. Первое уравнение си-

стемы (3) для СМС, находящейся в активном 

режиме движения с условиями (25) на управ-

ляющей связи (26), приводимо по Ляпунову. 

Доказательство. Согласно соотноше-

ниям (2) из второго условия (25) следует 

,)3,2,1()( 0  jmtm jj            (27) 

а из ограничения (26) получаем 

.)( 0λλ t                            (28) 

В силу первого условия (25) и соотно-

шений (27), (28) левая часть динамического 

уравнения системы (3) принимает автоном-

ную форму: 

,)()( 010 tLGλGGJG    

что и устанавливает приводимость (по опера-

тору левой части) исходного уравнения. 

Замечание. Если длины полуосей эл-

липсоида инерции подобно изменяемого ме-

ханического объекта, отнесенного к полюсу 

О, изменяются во времени согласно соотно-

шению (8), то длины полуосей соответствую-

щего гирационного эллипсоида инерции, от-

несенного к тому же полюсу, согласно второ-

му равенству (25), к каждому моменту време-

ни изменяются аддитивно на одну и ту же ве-

личину. 

 

4. Стабилизация центра масс  

структурно изменяемой системы 

 
При изменении состава массы и (или) 

геометрии конфигурации СМС ее центр масс 

в общем случае может перемещаться относи-

тельно тела-носителя вследствие изменения 

геометрии масс системы. В силу этого при 

решении задач динамики СМС может возник-

нуть вопрос об условиях, при которых поло-

жение центра масс системы является фикси-

рованным. В частности, такой вопрос возни-

кает в связи с необходимостью выполнения 

первого ограничения (25). 

Под стабилизацией центра масс систе-

мы понимается неизменность его положения 

относительно данного базиса. При этом ста-

билизация (в целом) подразделяется на пол-

ную (по всем координатам rj) и частичную (по 

части данных координат). 

Полная стабилизация центра масс СМС 

относительно базиса 3  выражается соотно-

шением 

.)( 0

CC t rr                          (29) 

Следствие (из утверждения 1). Если для 

СМС выполняются условия подобия (9), то 

имеет место ограничение (29). □ 

Это заключение непосредственно сле-

дует из соотношений (5), (9). Таким образом, 

центр масс подобно изменяемой СМС для 

всех значений Tt  является полностью ста-

билизированным.  
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Для его частичной стабилизации доста-

точно выполнения свойства подобия СМС по 

определенной части координат ее центра масс 

(22) или (23). 

Для случая, при котором СМС не являет-

ся структурно подобной, необходимое условие 

стабилизации ее центра масс представлено в ра-

боте [2] и сводится к следующему. 

Введем вектор-функции: 

,)(
2

2

Vd
t

tM 






                    (30) 

Vdt
t

t

Vdt
t

t

rV

p

)()(

,)()(
2

2

vK

rQ























             (31) 

− расход массы рабочего тела второго поряд-

ка; статический момент второго порядка от-

носительно полюса О и результирующее ко-

личество движения относительно базиса 2  

рабочего тела, переносимого через фиксиро-

ванную поверхность, расположенную в обла-

сти Θ, в единицу времени, соответственно; 

Vdttt rr )(),()( arF 


             (32) 

− результирующий вектор сил инерции, обу-

словленных нестационарным циркуляцион-

ным переносом рабочего тела в области Θ от-

носительно базиса 2 . Здесь )(tra  − ускоре-

ние точки N  рабочего тела относительно 

базиса .2  

В силу зависимостей (5), (6), (30)−(32), 

представленных относительно базиса ,2  

находим [2]: 

,01  Vrr

CMMM QKvQ       (33) 

.02

21





rpV

r

C

r

C MMMM

FQK

avQ 
        (34) 

В равенствах (33), (34) 
r

C

r

C av ,  − векто-

ры скорости и ускорения центра масс СМС 

относительно базиса .2  В случае, при кото-

ром в СМС циркуляционного массопереноса 

рабочего тела не происходит, в условиях (33), 

(34) следует вектор-функции 
rVr FKK ,,  по-

ложить тождественно равными нулю. 

Если центр масс системы полностью 

стабилизирован относительно полюса О, то 

имеем 

     ,0)()()(  ttt r

C

r

CC avr          (35)   

а соотношения (33), (34) в силу условий  (35) 

сводятся к следующим [2] 

.0)()()(2

,0)()(





ttt

tt

rpV

Vr

FQK

QK
            (36)   

Для случая, при котором массоизмене-

ние СМС происходит только путем конвекци-

онного массопереноса рабочего тела системы, 

условия (36) упрощаются и принимают вид 

.0)()(  tt pV QQ      

5. Альтернативная форма условия 

структурного подобия 

Величины ,, pM Q  согласно равенствам 

(30), (31), содержат функцию ,22 t   име-

ющую конкретное функциональное выраже-

ние для подобно изменяемой системы. 

Для любой точки N  при условии 

регулярности данной области согласно пер-

вому условию (11) имеем [2]: 

,),()(
2

2

rttf
t








                  (37) 

где обозначено 

,)( 12    kktf               (38) 

а величины k, μ взаимосвязаны условием (7).  

Согласно равенству (37) в силу соотно-

шений (30), (31) получаем 

.)()()(,)()()( ttfttMtftM p QQ   (39) 

Зависимости (37)−(39) выражают свой-

ство структурно-динамического подобия си-

стемы с реономным коэффициентом подобия 

второго порядка f (t) (38). 

Случаи, при которых массоперенос ра-

бочего тела СМС происходит согласно усло-

вию (18), является либо лучевой конвекцией, 

либо лучевой циркуляцией. В обоих случаях 

изменение структуры системы происходит по 

направлениям лучей, исходящих из непо-

движного полюса О. При этом в случае кон-

векции происходит вынос рабочего тела из 

области Θ с его переносом через фиксирован-

ную гипотетическую замкнутую поверхность, 
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охватывающую эту область (в данном случае 

0)( tk  − монотонная функция), а в случае 

циркуляции частицы рабочего тела, переме-

щаясь по лучам внутри области Θ, совершают 

периодические (или квазипериодические) ко-

лебательные движения (здесь k (t) − знакопе-

ременная осциллирующая функция). Из ра-

венства (6), согласно условию (18), следует: 

,)()()( ttktr QK                    (40) 

а в силу соотношения (31) имеем: 

.)()()( ttkt VV QK                 (41) 

При полной стабилизации центра масс 

СМС из первого условия (36) и равенства (40) 

следует соотношение (15), в силу которого 

согласно равенству (41) находим: 

.)()()( 2 ttktV QK                  (42) 

Таким образом, изменение вектор-фун-

кций ,,,, VVr QQKK  согласно зависимо-

стям (40)−(42), подчиняется закону подобия 

массоизменения СМС с реономным коэффи-

циентом подобия k (t). 

Вектор-функции скорости и ускорения 

центра масс системы относительно базиса 2  

в силу соотношений (31)−(34) определяются 

равенствами: 

,)(
2

Qv
M

M
tr

C


                   (43) 

,)()( rpr

C ttM FQQa         (44) 

где обозначено: 

.2)( 2

2

2

M

M
k

M

M
t











  

Согласно соотношениям (14), (15), (39), 

(42) имеем )(tf  и зависимости (43), 

(44) принимают простейший вид: 

.)(,)( rr

C

r

C tMktM FaQv   
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The motion around a fixed pole of a mechanical system with variable mass composition and con-

figuration is considered, changing in time according to the law of structural-dynamic similarity. 

The properties of changing the mass value and configuration of the system are given.  

Keywords: system of variable composition; structural-dynamic similarity; driven dynamic system.  


