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Введение  

Производные нецелого порядка, а также 

дробные дифференциальные и разностные 

уравнения различного типа находят широкое 

применение в современных исследованиях в 

теоретической физике, механике и технике 

[1–5]. Наличие в уравнениях дробной конеч-

ной разности интерпретируется как отраже-

ние свойства памяти процесса. В настоящее 

время разработке качественной теория диф-

ференциальных уравнений дробного порядка 

и соответствующих им разностных уравнений 

дробного порядка уделяется большое внима-

ние. Исходя из теоретических и практических 

приложений, разработка качественной теории 

оптимального управления системами, описы-

ваемыми различными разностными уравнени-

ями дробного порядка, также является акту-

альной. Теория необходимых условий опти-

мальности в задачах оптимального управле-
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ния описываемых разностными уравнениями 

дробного порядка очень мало изучена. Исходя 

из вышеизложенного предлагаемая работа 

посвящена постановке и исследованию одной 

терминальной задачи оптимального управле-

ния, описываемого системой обыкновенных 

разностных уравнений дробного порядка.   

В настоящей статье формулируется и до-

казывается линеаризованный принцип мак-

симума для случая, когда динамика системы 

задана разностными уравнениями дробного по-

рядка. Сформулирован и доказан дискретный 

аналог линеаризованного принципа максимума. 

1. Основные понятия и постановка 

задачи  

Сначала, следуя [6], приведем некото-

рые понятия и определения, которые в даль-

ней-шем будут существенно использованы.   

Пусть 𝑁 – множество натуральных чи-

сел вместе с нулем.  

mailto:saadata@mail.ru
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Для 𝑎 ∈ 𝑍  введем следующие обозна-

чения: 𝑁𝑎
+={𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … , }, 𝜎(𝑡) = 𝑡 + 1, 

𝜌(𝑡) = 𝑡 − 1.
  

Определение 1. Выражение  

∆−𝛼𝑢(𝑛) = ∑ (
𝑗 + 𝛼 − 1

𝑗
) 𝑢(𝑛 − 𝑗) =

𝑛−1

𝑗=0

 

= ∑ (
𝑛 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑛 − 𝑗
) 𝑢(𝑗).

𝑛

𝑗=0

 

называется дробной  суммой порядка α.  

Определение 4. Выражение, определя-

емое формулой 
 

∆𝛼𝑢(𝑛) = ∑ (
𝑗 − 𝛼

𝑗
) ∆𝑢(𝑛 − 𝑗) =

𝑛−1

𝑗=0

 

= ∑ (
𝑛 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑛 − 𝑗
) 𝑢(𝑗) −𝑛

𝑗=0

− (
𝑛 − 𝛼 − 1

𝑛
) 𝑢(0),

 

называется дробным оператором порядка α.
 

Здесь (
𝛼
𝑛

) является биномиальным 

коэффициентом определяемая следующим 

образом: 

(
𝛼
𝑛

) = {

𝛤(𝛼 + 1)

𝛤(𝛼 − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
, 𝑛 > 0,

1,                                  𝑛 = 0
0,                                    𝑛 < 0.

 

Пусть 𝛤(𝑥) − гамма-функция, для кото-

рой всегда выполняется условие 𝛤(𝑥 + 1) =
𝑥𝛤(𝑥).  

Для любого 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, , 𝑥(𝑦) =
𝛤(𝑥+1)

𝛤(𝑥+1−𝑦)
 .  

Заметим, что дробную сумму и дробный 

оператор порядка α можно определить еще и 

следующим образом: 

Пусть 𝑎 – произвольное действитель-

ное число, а  𝑏 = 𝑘 + 𝑎, здесь 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 ≥ 2.  
Пусть по определению  𝑇 =

{𝑎, 𝑎 + 1, … , 𝑏} , 𝑇𝑘 = {𝑎, 𝑎 + 1, … , 𝑏 − 1}.  
Через Ŧ обозначим множество функций 

определенных на 𝑇.  

Определение 3. Пусть 𝑓 ∈ Ŧ,  задан-

ная функция. Выражения, определяемые фор-

мулами порядка   

 
 

  
 

 
11

,
t

a t

s a

f t t s f s






  
 

  

 
 

  
 

 
11

.
b

t b

s t a

f t s t f s


 

  
 

  

называются соответственно левой и правой 

дробными суммами порядка 𝛼 > 0.
 

Определение 4. Пусть 0 < 𝛼 ≤ 1  и 𝜇 =
1 − 𝛼, 𝑓 ∈ Ŧ заданная функция. Выражения, 

определяемые следующим образом, называ-

ются соответственно: 

     ,a t a tf t f t    
 

    .t b t bf t f t       

левым и правым дробными операторами по-

рядка 𝛼 функции 𝑓 ∈ Ŧ.
 

Опишем некоторые свойства дробной 

суммы и дробной разности (оператора):   
1. ∆𝛼∆𝛽𝑓(𝑡) = ∆𝛼+𝛽𝑓(𝑡); 

2. ∆−𝛼∆𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(0); 
3. ∆𝛼∆−𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡); 
4. ∆𝛼𝑓(0) = 0  и  ∆𝛼𝑓(1) = 𝑓(1) − 𝑓(0) =
∆𝑓(1). 

Теорема 1 [7] (О дробном суммиро-

вании по частям). Пусть 𝑓 и 𝑔 – заданные 

неотрицательные действительные функции, 

определенные на 𝑇𝑘 и  𝑇. Если 0 < 𝛼 ≤ 1 и 

𝜇 = 1 − 𝛼, тогда 

∑ 𝑓(𝑡)𝑎∆𝑡
𝛼𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑏 − 1)𝑔(𝑏) −

𝑏−1

𝑡=𝑎

 

−𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) + ∑ 𝑡∆𝑏
𝛼𝑓(𝑡)𝑔𝜎(𝑡) =

𝑏−2

𝑡=𝑎

 

+
𝜇

𝛤(𝜇 + 1)
𝑔(𝑎) (∑(𝑡 + 𝜇 − 𝛼)(𝜇−1)𝑓(𝑡) −

𝑏−2

𝑡=𝑎

 

− ∑ (𝑡 + 𝜇 − 𝜎(𝛼))
(𝜇−1)

𝑓(𝑡).

𝑏−1

𝑡=𝜎(𝑎)

 

 Перейдем к постановке задачи опти-

мального управления. 

Пусть требуется найти минимальное 

значение терминального  функционала  

𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑡1))                           (1) 

при следующих ограничениях:   

                  𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ∈ 𝑅𝑟,                                  (2) 

   ∆𝛼𝑥(𝑡 + 1) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇,           (3) 

   𝑥(𝑡0) = 𝑥0.
          

                       (4)
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Здесь x(t) – n-мерный вектор фазовых 

переменных; u(t) – r-мерный дискретный век-

тор управляющих воздействий; U – заданное 

непустое ограниченное и выпуклое множе-

ство; числа 𝑡0, 𝑡1 и 𝑥0 – постоянный вектор 

заданы; 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) − заданная n-мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности пе-

ременных вместе с частными производными 

по 𝑥 и 𝑢; 𝜑(𝑥) – заданная непрерывно диффе-

ренцируемая скалярная функция, а 

∆𝛼𝑥(𝑡), 0 < 𝛼 ≤ 1- – дробный оператор по-

рядка 𝛼. 

Управляющую функцию назовем допу-

стимым управлением, если оно удовлетворяет 

вышеприведенным ограничениям. Предпола-

гается, что при каждом заданном допустимом 

управлении дискретный аналог задачи Коши 

(1)–(2) имеет единственное дискретное реше-

ние.  

Допустимое управление 𝑢(𝑡), достав-

ляющее минимум функционалу (1) при огра-

ничениях (2)–(4), назовем оптимальным 

управлением, а при этом пару (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) – 

оптимальным процессом. 

В дальнейшем задачу о минимуме 

функционала (1) при ограничениях (2)–(4) для 

краткости будем называть задачей (1)–(4). 

Целью работы является вывод необхо-

димого условия оптимальности в рассматри-

ваемой задаче, с помощью одного варианта 

метода приращений предложенный в [8] и 

развитий в работах в [9] и др.   

Перейдем к выводу необходимости 

условия оптимальности. 

2. Формула приращения критерия 

качества и необходимое условие  

оптимальности 

Пусть (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) – фиксированный до-

пустимый процесс, а (𝑢̅(𝑡) = 𝑢(𝑡) +

+∆𝑢(𝑡), 𝑥̅(𝑡) = 𝑥(𝑡) + ∆𝑥(𝑡)) – произвольный 

допустимый процесс. 

Учитывая введенные обозначения, по-

лучаем, что ∆𝑥(𝑡) (приращение траектории), 

соответствующее ∆𝑢(𝑡) (приращению управ-

ления), удовлетворяет системе 

{

∆𝛼(∆𝑥(𝑡 + 1)) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) −

−𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),

∆𝑥(𝑡0) = 0.

            (5)                                       

С другой стороны, приращение функ-

ционала 𝑆(𝑢), отвечающее приращению  

∆𝑢(𝑡) управления, имеет следующий вид: 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢̅) − 𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢 + ∆𝑢) − 𝑆(𝑢) = 

= 𝜑(𝑥(𝑡1) + ∆𝑥(𝑡1)) − 𝜑(𝑥(𝑡1)).       (6)

  

Через 𝜓(𝑡) обозначим пока неизвестный 

n -мерный вектор-столбец и положим 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜓) = 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢). 

Здесь штрих для векторов означает опе-

рацию скалярного произведения. Функцию 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜓) назовем функцией Гамильтона–

Понтрягина для рассматриваемой задачи. 

Умножая обе части соотношения (5) 

слева скалярно на 𝜓(𝑡), а затем, суммируя обе 

части полученного тождества по 𝑡 от 𝑡0 до 

𝑡1 − 1, и принимая во внимание выражение 

функции Гамильтона–Понтрягина, получаем, 

что 

∑ 𝜓′(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

∆𝛼(∆𝑥(𝑡 + 1)) = 

= ∑ 𝜓′(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))].

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

С учетом этого тождества приращение 

(6) функционала (1) может быть записать сле-

дующим образом: 

∆𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑡1) + ∆𝑥(𝑡1)) − 𝜑(𝑥(𝑡1)) + 

+ ∑ 𝜓′(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

∆𝛼(∆𝑥(𝑡 + 1)) − 

− ∑ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]. 

                                  (7) 

Теперь займемся преобразованием од-

ного из слагаемых этой формулы.  

С этой целью рассмотрим выражение 

∑ 𝜓′(𝑡)𝑡1−1
𝑡=𝑡0

∆𝛼(∆𝑥(𝑡 + 1)).            (7) 

Сделав в нем замену переменных 𝑡 + 1 = 𝑠 , 

получим 
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+ ∑ 𝜓′(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

∆𝛼(∆𝑥(𝑡)).            (8) 

                    

Далее с учетом теоремы о дробном 

суммировании по частям приведенной выше, 

имеем 

∑ 𝜓′(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

∆𝛼(∆𝑥(𝑡)) = 

= 𝜓′(𝑡1 − 1)∆𝛼(∆𝑥(𝑡1)) − 

−𝜓′(𝑡0 − 1)∆𝛼(∆𝑥(𝑡0)) + 

+ ∑ 𝑡∆𝛼
𝜌(𝑡1)

𝑡1−2

𝑡=𝑡0

𝜓′(𝑡 − 1)∆𝑥(𝑡) − 

−
𝜇

𝛤(𝜇)
∆𝑥(𝑡0) [ ∑ (𝑡 + 𝜇 − 𝑡0)(𝜇−1)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 𝜓(𝑡) − 

− ∑ (𝑡 + 𝜇 − 𝜎(𝑡0))
(𝜇−1)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

∆𝑥(𝑡)] = 

= 𝜓′(𝑡1 − 1)∆𝛼(∆𝑥(𝑡1)) +        

+ ∑ 𝑡∆𝛼
𝜌(𝑡1)

𝑡1−2

𝑡=𝑡0

𝜓′(𝑡 − 1)∆𝑥(𝑡).             (9) 

 

С учетом тождества (9) из (7) получим 

∆𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑡1) + ∆𝑥(𝑡1)) − 𝜑(𝑥(𝑡1)) + 

+𝜓′(𝑡1 − 1)∆𝛼(∆𝑥(𝑡1)) +  

∑ 𝑡∆𝛼
𝜌(𝑡1)

𝑡1−2
𝑡=𝑡0

𝜓′(𝑡 − 1)∆𝑥(𝑡) − 

− ∑ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))].              (10)    

Для простоты дальнейшего изложения 

введем следующие обозначения: 

𝑓𝑥[𝑡] = 𝑓𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), 

𝐻𝑥[𝑡] = 𝐻𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)), 

𝐻𝑢[𝑡] = 𝐻𝑢(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)), 

Из (10) используя формулу Тейлора, 

получим, что 

∆𝑆(𝑢) = 𝜑′𝑥(𝑥)∆𝑥(𝑡1) + 𝜓′(𝑡1 − 1)∆𝑥(𝑡1) + 

+ ∑ 𝑡∆𝛼
𝜌(𝑡1)

𝑡1−2

𝑡=𝑡0

𝜓′(𝑡−1)∆𝑥(𝑡) − 

− ∑ 𝐻′
𝑥

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[𝑡]∆𝑥(𝑡) − ∑ 𝐻′
𝑢

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[𝑡]∆𝑢(𝑡) −    

− ∑ 𝑜1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

(‖∆𝑥(𝑡)‖) + 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡1)‖).    (11)

 

      

 

Здесь величины 𝑜𝑖(. ), 𝑖 = 1, 2, опреде-

ляются соответственно из разложения 

𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 

= 𝐻𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝐻𝑢(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑢(𝑡) + 𝑜1(‖∆𝑥(𝑡)‖), 

𝜑 (𝑥(𝑡1 + ∆𝑥(𝑡1))) − 𝜑(𝑥(𝑡1)) = 

= 𝜑′
𝑥

(𝑥)∆𝑥(𝑡1) + 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Теперь предположим, что 𝜓(𝑡) является 

решением следующей системы линейных од-

нородных дробного порядка разностных 

уравнений: 

   {
∆𝑡 𝜌(𝑡1)

𝛼 𝜓(𝑡 − 1) = 𝐻𝑥[𝑡], 𝑡 = 𝑡1 − 1, … , 𝑡0,

𝜓(𝑡1 − 1) = −𝜑𝑥(𝑥(𝑡1)).                     (12)
 

Систему (12) назовем сопряженной си-

стемой в рассматриваемой задаче (1)–(4). 

При выполнении соотношений (12) 

формула приращения (11) примет следующий 

вид:  

𝑆(𝑢) = − ∑ 𝐻′
𝑢

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[𝑡]∆𝑢 + ɳ(𝑢; ∆𝑢),      (13) 

где по определению 

ɳ(𝑢; ∆𝑢) = 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡1)‖) − ∑ 𝑜1

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

(‖∆𝑥(𝑡)‖). 

Здесь норма‖𝑎‖ есть норма вектора, а опреде-

ляемая следующим образом 

‖𝑎‖ = ∑ 𝑎𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

В дальнейшем нам понадобится оцен-

ка для ‖∆𝑥(𝑡)‖. С этой целью, применяя к 

обеим сторонам уравнения (3) дробную сумму
 , имеем  
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∆−𝛼∆𝛼𝑥(𝑡 + 1) = ∆−𝛼𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)).     (14) 

Теперь  рассмотрим выражение 

∆−𝛼∆𝛼𝑥(𝑡 + 1). 

Учитывая вышеприведенные свойства 

операторов дробной суммы и дробной 

разности, проведем следующие преобразо-

вания: 

∆−𝛼∆𝛼𝑥(𝑡 + 1) = ∆−𝛼(∆1−𝜇𝑥(𝑡 + 1)) = 

= ∆−𝛼∆−𝜇(∆𝑥(𝑡 + 1)) = ∆−1(∆𝑥(𝑡 + 1)) = 

∑ (𝑥(𝑡 + 1) − 𝑥(𝑡))

𝑡

𝑗=𝑡0

= 𝑥(𝑡 + 1) − 𝑥(𝑡0). 

Правая сторона соотношения (14) будет иметь 

вид: 

∆−𝛼𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 

−
1

𝛤(𝛼)
∑ (𝑡 + 𝜌(𝑗))

(𝛼−1)
𝑡

𝑗=𝑡0

 𝑓(𝑗, 𝑥(𝑗), 𝑢(𝑗)) = 

= ∑ (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
)

𝑡

𝑗=𝑡0

𝑓(𝑗, 𝑥(𝑗), 𝑢(𝑗)) = 

= ∑ 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)

𝑡

𝑗=𝑡0

𝑓(𝑗, 𝑥(𝑗), 𝑢(𝑗)).
 

Здесь 

𝐴𝛼(𝑡, 𝑗) = (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
). 

Таким образом, доказали, что 

𝑥(𝑡 + 1) = 𝑥(𝑡0) + ∑ 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)

𝑡

𝑗=𝑡0

𝑓(𝑗, 𝑥(𝑗), 𝑢(𝑗)).
 

Отсюда, переходя к норме и используя усло-

вия Липшица, получаем, что 

‖∆𝑥(𝑡 + 1)‖ = ∑ 𝐴𝛼(𝑡 − 1, 𝑗) ×

𝑡

𝑗=𝑡0

 

× ‖𝑓(𝑗, 𝑥̅(𝑗), 𝑢̅(𝑗)) − 𝑓(𝑗, 𝑥(𝑗), 𝑢(𝑗))‖ ≤ 

≤ 𝐿1 ( ∑ 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)‖𝑥̅(𝑗) − 𝑥(𝑗)‖

𝑡

𝑗=𝑡0

+ 

+ ∑ 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)‖𝑢̅(𝑗) − 𝑢(𝑗)‖)

𝑡

𝑗=𝑡0

= 

= 𝐿1 ∑ 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)(‖∆𝑥(𝑗)‖

𝑡

𝑗=𝑡0

+ ‖∆𝑢(𝑗)‖) 

Применяя к последнему неравенству 

дискретный аналог леммы Гронуолла–

Беллмана дробного порядка, (см. напр., [6]) 

получим справедливость оценки 

‖𝑥(𝑡 + 1)‖ ≤ 𝐿2 ∏(1 + 𝐴𝛼(𝑡, 𝑗)‖∆𝑢(𝑗)‖)

𝑡−1

𝑗=𝑡0

, 

𝑡 = 𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1.                (15)   

 

Теперь, считая 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡) оптимальным про-

цессом, специальное приращение оптималь-

ного управления 𝑢(𝑡) определим следующим 

образом: 

∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝜀[𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)].             (16) 

Здесь 𝜀 ∈ [0,1] −произвольное число, а 

𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇.  

В силу выпуклости множества 𝑈  спе-

циальное приращение оптимального управле-

ния 𝑢(𝑡 ), определяемое формулой (15), будет 

допустимым.  

На самом деле: 

𝑢̅𝜀(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 

= 𝑢(𝑡) + 𝜀[𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)] = 𝜀𝑣(𝑡) + (1 − 𝜀), 

𝑢(𝑡) ∈  𝑈. 

Через ∆𝑥(𝑡; 𝜀) обозначим специальное 

приращение оптимальной траектории 𝑥(𝑡), 
отвечающее специальному приращению 

управления 𝑢(𝑡), определяемое формулой  

(16). 

С учетом оценки (15) получаем, что 

‖∆𝑥(𝑡; 𝜀)‖ ≤ 𝐿3𝜀,      𝑡 ∈ 𝑇 ∪ 𝑡1, (17) 
 

𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, некоторое постоянная. 

 

Учитывая оценки (15) и (17) из форму-

лы приращения (13) получим справедливость 

следующего неравенства: 

             

∆𝑆𝜀(𝑢) = 𝑆(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑡)) =   

= − ∑ 𝐻′
𝑢

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[𝑡]∆𝑢(𝑡; 𝜀) + ɳ(𝑢; ∆𝑢(𝑡; 𝜀)) = 

= −𝜀 ∑ 𝐻′
𝑢

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

[𝑡](𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)) + 
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+𝑜(𝜀) ≥ 0.                             (18) 

 

Из неравенства (18) в силу достаточной 

малости и произвольности   получаем что,  

∑ 𝐻′
𝑢

𝑡1−1
𝑡=𝑡0

[𝑡](𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)) ≤ 0.            (19)                                                                                                                              

Таким образом, доказано следующее 

утверждение. 

Теорема 2. (Аналог линеаризованного 

принципа максимума). Если в задаче (1)–(4) 

множество 𝑈 выпукло, а 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) непрерывно 

дифференцируема по 𝑥 и 𝑢, то для оптималь-

ности допустимого управления 𝑢(𝑡) необхо-

димо, чтобы неравенство (19) выполнялось 

для всех 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇,. 

Соотношение (19) является аналогом 

линеаризованного (дифференциального) 

принципа максимума.  

Непосредственным следствием этой 

теоремы является следующее. 

Следствие. (Поточечный линеаризо-

ванный принцип максимума). Если множе-

ство 𝑈 выпукло, а вектор функция 𝑓(𝑡, 𝑥. 𝑢) 

непрерывна по совокупности переменных 

вместе с частными производными по 𝑥, 𝑢, то 

для оптимальности допустимого управления 

𝑢(𝑡) в рассматриваемой задаче необходимо, 

чтобы неравенство 

𝐻′𝑢[𝜃](𝑣 − 𝑢(𝜃)) ≤ 0 

выполнялось для всех 𝑣 ∈ 𝑈, и 𝜃 ∈ 𝑇. 

Для доказательства этого неравенства 

достаточно в неравенстве (19) 𝑣(𝑡) опреде-

лить следующим образом: 

𝑣(𝑡) = {
𝑣,            𝑡 = 𝜃, 𝜃 ∈ 𝑇
𝑢(𝑡),               𝑡 ≠ 𝜃,

 

где 𝜃 ∈ 𝑇 – произвольная точка, а 𝑣 ∈

𝑈 –  произвольный вектор.  
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