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Введение 

Принцип максимума Л.С. Понтрягина 

является самым сильным необходимым усло-

вием оптимальности первого порядка. Но не-

редки случаи, когда число управлений, выде-

ленных среди всех допустимых управлений с 

помощью принципа максимума Понтрягина, 

является достаточно большим. Кроме того, не 

исключено также вырождение, т.е. тривиаль-

ным образом выполнение принципа максиму-

ма Понтрягина или же его следствий (см., 

например, [1–5]).  

                                                           
© Мансимов К. Б., 2021 

Подобный случай называется особым, а 

управление, вдоль которого необходимое 

условие оптимальности вырождается называ-

ется особым управлением. Заметим, что тер-

мин особое управление в математическую 

теорию оптимального управления был введен 

Л.И. Розоноэром [5]. Все это привело к необ-

ходимости получения содержательных и кон-

структивно проверяемых необходимых усло-

вий оптимальности особых управлений.  

Ранее Р. Габасовым был предложен [2, 

3] метод исследования особых управлений в 

задаче терминального управления, описывае-

мой системой обыкновенных дифференци-

mailto:kamilbmansimov@gmail.com
mailto:kamilbmansimov@gmail.com


К. Б. Мансимов 

6 

альных уравнений. В дальнейшем этот метод 

был развит Р. Габасовым, Ф.М. Кирилловой и 

их учениками (см., например, [2–4, 6], а также 

обзоры из [7, 8]). 

Как и в случае с принципом максимума 

Понтрягина, после получения различных кри-

териев оптимальности особых управлений в 

задачах управления обыкновенными динами-

ческими системами возник вопрос о распро-

странении установленных результатов на бо-

лее общие системы управления, в частности, 

на системы с запаздыванием. 

Стало ясно, что для вывода необходи-

мых условий оптимальности в более сложных 

задачах оптимального управления, чем обык-

новенные динамические системы, надо иметь 

новые схемы исследования, носящие каче-

ственно новый, нетрадиционный характер.  

В работе [9] была предложена новая 

схема исследования особых управлений в си-

стемах с запаздыванием и с распределенными 

параметрами. В предлагаемой работе с помо-

щью метода предложенного в [9] исследуется 

особый случай в одной задаче оптимального 

управления с запаздыванием и многоточеч-

ным критерием качества. Получен ряд необ-

ходимых условий оптимальности. Заметим, 

что ряд необходимых условий оптимальности 

особых управлений в различных системах с 

запаздыванием и терминальным критерием 

качества различными способами исследованы 

в работах [9–14] и др. 

1. Постановка задачи 

Предположим, что управляемый про-

цесс на заданном отрезке времени  

описывается системой дифференциальных 

уравнений с запаздыванием 

 

 
c начальным условием  

 

Здесь  заданная -мерная 

вектор-функция, непрерывная по совокупно-

сти переменных вместе с частными производ-

ными по  до второго порядка включитель-

но,  заданная непрерывно дифферен-

цируемая скалярная функция, причем, 

 заданная непрерывная на 

 начальная вектор-функция, а -

мерный измеримый и ограниченный вектор 

управляющих воздействий со значениями из 

заданного непустого и ограниченного множе-

ства  (допустимое управление) 

     

В дальнейшем предполагается, что каж-

дому допустимому управлению 

 соответствует един-

ственное абсолютно непрерывное решение 

 системы (1)–(2), определенное на 

. 

На решениях основной начальной зада-

чи (1)–(2), порожденных всевозможными до-

пустимыми управлениями, определим много-

точечный функционал типа Майера: 

 
Здесь   

 

 

заданные точки, а  – задан-

ная дважды непрерывно дифференцируемая 

скалярная функция.  

Допустимый процесс ( ), яв-

ляющийся решением задачи о минимуме 

функционала (4), при ограничениях (1)–(3), 

назовем оптимальным процессом.  

Для вывода необходимых условий оп-

тимальности предварительно будет построена 

пригодная для исследования формула прира-

щения функционала качества. 

2. Формула приращения критерия 

качества 

Пусть ( ) некоторый, а  

– произвольный – допустимые процессы. 

Введем обозначения: 
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Здесь, и в дальнейшем ( ) штрих означа-

ет операцию транспонирования, а  – из-

меримая и ограниченная вектор-функция, яв-

ляющаяся решением уравнения (сопряженная 

система) 

 

 

 

 

где  характеристическая функция об-

ласти  а  – функция, обратная к 

. Учитывая введенные обозначения и 

принимая во внимание (5), приращение функ-

ционала (4), соответствующее допустимым 

управлениям  и , может быть пред-

ставлено в виде 

 

 

 

 

 

 

 

Здесь  – норма вектора 

, которая определяется 

формулой , а величины 

 определяются из разложений:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

С другой стороны, из условий гладко-

сти, наложенных на правую часть уравнения 

(1) получаем, что приращение  траекто-

рии  является решением линеаризованной 

задачи: 

 

 

         
 

               

Здесь по определению 

 

 

. 
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Здесь величина  определяется из 

разложения  

 

 

Интерпретируя уравнение (7) как ли-

нейное неоднородное дифференциальное 

уравнение с запаздывающим аргументом, на 

основе аналога формулы Коши об интеграль-

ном представлении решении таких уравнений 

(см., например [15]), имеем  

 

 

где  

 
а  матрица Коши линеари-

зованной системы, являющаяся решением 

уравнения 

 

 

                            

 

                           
 единичная матрица. 

Займемся преобразованием отдельных 

слагаемых в формуле приращения (6).  

Используя представление (9), и учиты-

вая формулу Дирихле (см., например [16]), 

получаем, что 

 

  

                         
где по определению 

 

 

 
Из (9) следует, что 

 

 
Положим   

 

 

 

 

 

 

 

Принимая во внимание обозначение 

(14), используя представления (9), (13) и учи-

тывая тождество из [17, с. 204], получим, что 
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где по определению выражение  опре-

деляется по формуле 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

Учитывая тождества (15), (16) в форму-

ле (6), приращение функционала качества (4) 

представляется в следующем окончательном 

виде: 
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где  определяется по формуле 

 

 

 

 

 

 

 
 

Одной из особенностей построенной 

формулы (1) является то, что в ней главные 

члены в явном виде от  и  не за-

висят. Отметим, что формула приращения 

(17) существенно отличается от традицион-

ных формул приращений второго порядка из 

[2–4, 6, 7, 10–13, 18]. 

3. Необходимые условия оптимальности 

особых, в смысле принципа  

максимума Понтрягина, управлений 

Известно, что (см., например [1]) для 

оптимальности допустимого управления 

 в рассматриваемой задаче, необходи-

мо, чтобы неравенство 

                 
выполнялось для всех  и . 

Здесь, и в дальнейшем  –

произвольная точка (точка Лебега) (см., 

например [19]) управления . 

Неравенство (18) является аналогом 

условия максимума Понтрягина для рассмат-

риваемой задачи. Изучим случай его вырож-

дения.  

Определение. Допустимое управление 

 назовем особым, в смысле принципа 

максимума Понтрягина, если для всех  

и   

              

Как видно, при выполнении (19), усло-

вие максимума Понтрягина (18) теряет свой 

содержательный смысл и становится неэф-

фективным.  

Построенная формула приращения (17) 

позволяет получить необходимые условия 

оптимальности особых управлений. 

Пусть  – особое оптимальное 

управление,  – произвольное натуральное 

число,  – произвольное достаточно ма-

лое число,  – произвольные 

числа,  – произвольные век-

торы,  – произвольные 

правильные точки управления , причем  

, 

а  игольчатая вариация 

управления, т.е. 

 

Специальное приращение  

управления  определим по формуле  

     

Суммирование (21) игольчатых вариа-

ций (20) понимается в смысле, например [6, 

19]. 

Через  обозначим специальное 

приращение траектории , отвечающее 

приращению () управления . 

Применяя лемму Гронуолла–Беллмана 

(см., например [1]) по схеме аналогичной 

схеме из [1], доказывается справедливость 

оценки  

     

где  некоторая постоянная. 

Принимая во внимание (22), получим, 

что  
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Поэтому, из (17), в силу предположения 

об оптимальности особого управления , 

следует, что 

 

 

 

 

 

                   

Из последнего неравенства следует, что  

 

 

 

 
Сформулируем полученный результат. 

Теорема 1. Для оптимальности особого, 

в смысле принципа максимума Понтрягина, 

управления  необходимо, чтобы для лю-

бого натурального числа  неравенство (24) 

выполнялось для всех:  

 

. 

Как видно, неравенство (23) представ-

ляет собой последовательность необходимых 

условий оптимальности особых, в смысле 

принципа максимума Понтрягина, управле-

ний. В силу произвольности  полученное 

необходимое условие оптимальности, нося-

щее квадратичный характер, позволяет суще-

ственно сузить множество особых управле-

ний, подозреваемых на оптимальность (19). 

Близкие результаты в случае обыкновенного 

дифференциального уравнения с терминаль-

ным критерием качества другими способами 

получены в работах [6, 7, 18] и др. 

Из неравенства (24), в частности, сле-

дуют более простые и конструктивные, с точ-

ки зрения проверки, условия оптимальности. 

Но они оказываются менее информативными, 

чем (24).  

Приведем некоторые из них. 

Следствие 1. Вдоль особого, в смысле 

принципа максимума Понтрягина, оптималь-

ного процесса  неравенство 

 

 

       

выполняется для всех  и .   

Следствие 2. Если  особое, в 

смысле (19) оптимальное управление, то 

вдоль процесса  выполняются 

следующие соотношения: 

   

 

 

 

 

Отметим, что условия оптимальности 

типа (25), (26) в классе кусочно-непрерывных 

управлений, в случае терминального критерия 

качества разными способами получены в ра-

ботах [2, 4] и др. 

Критерий оптимальности (23) остается 

в силе также при вырождении условий опти-

мальности (25)–(26). 

В заключение приведем один простой 

пример: 

 

, 

 

 

 

Нетрудно видеть, что допустимое 

управление  является особым, в 

смысле принципа максимума Понтрягина. 
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Ему соответствует решение  

системы уравнений.  

При  условие (25) вырождается 

 
А при  условие (26) 

имеет вид 

 

и нарушается, например при .  

Следовательно, особое управление 

 неоптимальное. 
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