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Найдено аналитическое решение изменения диссипативной (неупругой) части тензора напря-

жений при постоянной скорости одноосного нагружения материала в рамках новой термоди-

намической модели поведения вязкоупругих материалов. Были проведены одноосные испыта-

ния с вложенными циклами нагружения для образцов низко- и высоконаполненных эластомер-

ных нанокомпозитов с разными наполнителями. На каждом участке нагрузки и разгрузки зада-

вались временные выдержки, позволяющие фиксировать проходящие в материале релаксаци-

онные процессы, что дает возможность экспериментально находить равновесную кривую де-

формирования. Полученную равновесную кривую можно описать с помощью упругого потен-

циала. Определив равновесную (упругую) и найдя диссипативную (неупругую) части тензора 

напряжений, нами с высокой точностью был описан вязкоупругий отклик рассмотренных эла-

стомерных материалов. Приведены графики теоретической и экспериментальной кривых де-

формирования образцов эластомерных нанокомпозитов. Данная статья является расширенной 

версией работы, представленной на конференции "Математика и междисциплинарные иссле-

дования 2021" [1]. 
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In this work, an analytical solution for the change in the dissipative (inelastic) part of the stress tensor at a 

constant rate of uniaxial loading of the material was obtained within the framework of a new thermody-

namic model of the behavior of viscoelastic materials. Uniaxial experiments with nested loading cycles 

were performed on samples of low- and high-filled elastomeric nanocomposites with different fillers. At 

the end of each loading and unloading step, time delays were specified to observe the relaxation processes 

in the material and to experimentally find the equilibrium deformation curve. The obtained equilibrium 
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curve can be described using the elastic potential. Having determined the equilibrium (elastic) and finding 

the dissipative (inelastic) parts of the stress tensor, we have described the viscoelastic response of the 

considered elastomeric materials with high accuracy. The graphs of theoretical and experimental curves 

of deformation of samples of elastomeric nanocomposites are presented. This paper is an expanded ver-

sion of the work presented at the conference "Mathematics and Interdisciplinary Research 2021" [1]. 
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Введение 

Свойства вязкоупругих материалов 

определяются упругим (равновесным) откли-

ком среды и временными (неравновесными) 

процессами, проходящими в них. Кроме того, 

в сложный характер поведения эластомерных 

материалов вносят вклад остаточные дефор-

мации, гистерезисные потери и размягчение 

Маллинза после первого цикла нагружения. 

Известно, что степень проявления данных яв-

лений зависит не только от скорости прило-

жения нагрузки, но и от структуры материала, 

а также от величины заданных деформаций 

среды. Исторически выделяют два подхода 

для описания поведения эластомерных мате-

риалов – на основе термодинамики сплошных 

сред [2-5] и на основе идей микромеханики [6, 

7].  В полимерах свойства во многом опреде-

ляются их строением, но идеи рассматривать 

материал как сплошную среду находят суще-

ственно больший отклик, благодаря простоте 

построения моделей и универсальности их 

применения. 

Рассмотрение случая одноосного  

растяжения с постоянной скоростью 

В работе [8] была описана новая термо-

динамическая модель поведения вязкоупру-

гих материалов в условиях конечных дефор-

маций, в рамках которой тензор напряжений 

Коши представляется виде суммы равновес-

ного и диссипативного слагаемых: 

𝐓 = 𝐓eq + 𝐓dis. 

Также в работе [8] получено уравнение 

эволюции тензора 𝐀, отвечающего за неупру-

гие (зависящие от скоростей деформаций) 

растяжения среды: 

                      �̇� +
1

𝜏
𝐀 = b�̇�, (1) 

где 𝑏  и 1/𝜏  – неотрицательные функции па-

раметров состояния среды; �̇� – тензор скоро-

стей растяжений среды. 

Рассмотрим уравнение эволюции (1) в 

случае одноосного нагружения материала с 

постоянной скоростью. В момент времени 𝑡∗ 
переменные величины принимают значения 

𝜆∗ и 𝑎𝑖
∗ (𝑖 = 1, 2, 3). На интервале времени от 

𝑡∗ до 𝑡 кратности удлинений меняются следу-

ющим образом:   𝜆1 = 𝜆,   𝜆2 = 𝜆3 = 1/√𝜆,  

где 𝜆 = 𝜆∗ + �̇�Δ𝑡 ,  �̇� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ,  Δ𝑡 = 𝑡 − 𝑡∗ . 

Также имеем: Δ𝑡 =
1

�̇�
(𝜆 − 𝜆∗),   𝑎�̇� =

𝜕𝑎𝑖

𝜕𝜆
�̇�. 

Рассмотрим случай 𝑖 = 1 . Необходимо 

найти решение уравнения 

       �̇�1 +
1

𝜏
𝑎1 = 𝑏�̇� ⇔

𝜕𝑎1
𝜕𝜆

+
1

𝜏�̇�
𝑎1 = 𝑏 (2) 

при условии 𝑎1 = 𝑎1
∗ при 𝜆 = 𝜆∗. 

Общее решение уравнения (2) имеет вид 

𝑎1(𝜆) = 𝐶 exp [−
1

�̇�𝜏
𝜆] + 𝑏�̇�𝜏, 

где 𝐶 – произвольная постоянная. 

Решение с учетом условия 𝑎1 = 𝑎1
∗  при  

𝜆 = 𝜆∗ принимает вид 

𝑎1(𝜆) = 

= (𝑎1
∗ − 𝑏�̇�𝜏) exp [

1

�̇�𝜏
(𝜆∗ − 𝜆)] + 𝑏�̇�𝜏. 

(3) 

Отметим, что 𝑎1(𝜆) → 𝑏�̇�𝜏 при 𝜆 → +∞. 

Формула (3) при условии  �̇� = 0 прини-

мает вид 

𝑎1(𝜆) = 𝑎1
∗ exp [−

1

𝜏
Δ𝑡], 

откуда видно, что величину 𝜏 можно тракто-

вать как время релаксации материала. 

Теперь рассмотрим случай 𝑖 = 2, 𝑖 = 3. 

Необходимо найти решение уравнения 

�̇�2,3 +
1

𝜏
𝑎2,3 = −

𝑏�̇�

2𝜆
3
2

⇔ 

⇔
𝜕𝑎2,3
𝜕𝜆

�̇� +
1

𝜏
𝑎2,3 = −

𝑏�̇�

2𝜆
3
2

. 

(4)((4) 

Найдем решение уравнения (4) в виде 

𝑎2,3(𝜆) = 𝑎2,3
∗ exp [−

1

�̇�𝜏
(𝜆 − 𝜆∗)] + 

+exp [−
1

�̇�𝜏
𝜆]𝜓(𝜆) 

при условии 𝜓(𝜆∗) = 0. 
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Тогда уравнение (4) принимает вид 

exp [−
1

�̇�𝜏
𝜆]
𝜕𝜓(𝜆)

𝜕𝜆
�̇� = −

𝑏�̇�

2𝜆
3
2

⇔ 

⇔
𝜕𝜓(𝜆)

𝜕𝜆
= −

𝑏

2𝜆
3
2

exp [
1

�̇�𝜏
𝜆] ⇔ 

⇔ 𝜓(𝜆) = −
𝑏

2
∫

1

𝜉3/2
exp [

1

�̇�𝜏
𝜉] 𝑑𝜉.

𝜆

𝜆∗

 

 

 

 

 

 

(5) 

 

Рассмотрим отдельно интеграл в выражении 

для 𝜓(𝜆): 

∫
1

𝜉
3
2

exp [
1

�̇�𝜏
𝜉] 𝑑𝜉

𝜆

𝜆∗

= 

= |

𝜉/�̇�𝜏 = 𝑢

𝜉 = 𝑢�̇�𝜏

𝑑𝜉 = �̇�𝜏𝑑𝑢

| =
1

√�̇�𝜏
∫

𝑒𝑢

𝑢3/2
𝑑𝑢

𝜆/�̇�𝜏

𝜆∗/�̇�𝜏

= 

=
1

√�̇�𝜏

(

 
 
∫
𝑒𝑢

𝑢
3
2

𝑑𝑢

+∞

𝜆∗
�̇�𝜏

− ∫
𝑒𝑢

𝑢
3
2

𝑑𝑢

+∞

𝜆

�̇�𝜏 )

 
 
= 

=
1

√�̇�𝜏
(
𝐸3/2(−𝜆∗/�̇�𝜏)

(𝜆∗/�̇�𝜏)
1/2
  
−
𝐸3/2(−𝜆/�̇�𝜏)

(𝜆/�̇�𝜏)
1/2
  
) = 

=
𝐸3/2(−𝜆∗/�̇�𝜏)

√𝜆∗  
−
𝐸3/2(−𝜆/�̇�𝜏)

√𝜆  
, 

где 𝐸𝑛(𝑧) = ∫
𝑒−𝑧𝑡

𝑡𝑛
𝑑𝑡

+∞

1
 – интегральная экспо-

нента порядка 𝑛. 

В итоге, для случая 𝑖 = 2 и 𝑖 = 3 полу-

чаем решение: 

𝑎2,3(𝜆) = 𝑎2,3
∗ exp [−

1

�̇�𝜏
(𝜆 − 𝜆∗)] − 

−
𝑏

2
exp [−

1

�̇�𝜏
𝜆] · 

· (
𝐸3/2(−𝜆∗/�̇�𝜏)

√𝜆∗  
−
𝐸3/2(−𝜆/�̇�𝜏)

√𝜆  
). 

Отметим, что 𝑎2,3(𝜆) → 0 при 𝜆 → +∞. 

Сравнение теоретических и  

экспериментальных кривых  

нагружения 

Для проведения сравнения теоретиче-

ских результатов, полученных в рамках новой 

термодинамической модели, с эксперимен-

тальными данными были проведены одноос-

ные испытания с вложенными циклами 

нагружения для образцов низко- и высокона-

полненных эластомерных нанокомпозитов с 

разными наполнителями. Ранее данный вид 

механических испытаний использовался для 

анализа механических свойств полиуретано-

вых материалов [9]. 

Сущность эксперимента: образец сна-

чала растягивают до максимальной заданной 

деформации, выдерживают при этой дефор-

мации заданное время, сжимают до исходного 

ненагруженного состояния, выдерживают за-

данное время, затем циклически деформиру-

ют с выдержкой во времени на каждой ступе-

ни деформации при растяжении и сжатии, при 

этом деформация на каждом цикле растяже-

ния задается меньшей, чем на предыдущем 

цикле, а деформация на каждом цикле раз-

грузки задается большей, чем на предыдущем 

цикле. Более подробно предложенная про-

грамма испытаний рассмотрена в [5, 9, 10].  

В табл. 1 и 2 указана информация об ал-

горитме деформирования образцов. 

Таблица 1. Информация об алгоритме де-

формирования образца с 7 массовыми ча-

стями наполнителя в одноосном испытании 

с вложенными циклами 

 

Предельное 

значение 

кратности 

удлинения 

Скорость 

деформи-

рования 

Продолжи-

тельность 

остановки  

захватов в 

конце цикла 

1. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 2 
λ̇ = 1 

мин−1 
20 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1 
λ̇ = -1 

мин−1 
20 мин 

2. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 2 
λ̇ = 1 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.2 
λ̇ = -0.5 

мин−1 
10 мин 

3. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 1.9 
λ̇ = 0.5 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.3 
λ̇ = -0.2 

мин−1 
10 мин 

4. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 1.8 
λ̇ = 0.2 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.4 
λ̇ = -0.05 

мин−1 
10 мин 

5. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 1.7 
λ̇ = 0.05 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.5 
λ̇ = -0.05 

мин−1 
10 мин 

6. Нагру-

жение  

образца 

max 𝜆 = 1.6 
λ̇ = 0.05 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1 
λ̇ = -0.05 

мин−1 

Завершение 

экспери-

мента 
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Таблица 2. Информация об алгоритме дефор-

мирования образца с 50 массовыми частями 

наполнителя в одноосном испытании с вло-

женными циклами 

 

Предельное 

значение 

кратности 

удлинения 

Скорость 

деформи-

рования 

Продолжи-

тельность 

остановки  

захватов в 

конце цикла 

1. Нагруже-

ние образца 
max 𝜆 = 2 

λ̇ = 4 

мин−1 
20 мин 

 

Разгрузка 

 

min 𝜆 = 1.1 
λ̇ = -4 

мин−1 
20 мин 

2. Нагруже-

ние образца 
max 𝜆 = 1.9 

λ̇ = 4 

мин−1 
10 мин 

 

Разгрузка 

 

min 𝜆 = 1.2 
λ̇ = -4 

мин−1 
10 мин 

3. Нагруже-

ние образца 
max 𝜆 = 1.8 

λ̇ = 1 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.3 
λ̇ = -1 

мин−1 
10 мин 

4. Нагруже-

ние образца 
max 𝜆 = 1.7 

λ̇ = 0.25 

мин−1 
10 мин 

Разгрузка min 𝜆 = 1.4 
λ̇ = -0.25 

мин−1 

Завершение 

экспери-

мента 

Для расчета равновесной части тензора 

напряжений Коши использовался потенциал 

упругой энергии, описанный в работах [9, 10]: 

𝜔 = 𝛼 𝐶 ln(𝐼1) + 𝐶 ln (1 −
𝐼1
𝐼∗
) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

где 𝐼1 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2 ; 𝛼 , 𝐶 , 𝐼∗  – материальные 

константы.  

При этом считается, что материал не-

сжимаем: 𝜆1𝜆2𝜆3 = 1. 

 

Рис. 1. График экспериментальных данных 

(сплошная линия) и теоретической кривой 

(пунктирная линия) для нанокомпозита с 7 

массовыми частями наполнителя (детонаци-

онные наноалмазы) 

 

Рис. 2. График экспериментальных данных 

(сплошная линия) и теоретической кривой 

(пунктирная линия) для нанокомпозита с 7 

массовыми частями наполнителя (графен) 

 

Рис. 3. График экспериментальных данных 

(сплошная линия) и теоретической кривой 

(пунктирная линия) для нанокомпозита с 50 

массовыми частями наполнителя (графен) 

При такой форме записи упругого по-

тенциала равновесная часть напряжений при-

нимает вид: 

𝜎1
𝑒𝑞
= 2𝐶𝜆 (𝜆 −

1

𝜆2
) (

𝛼𝜆

𝜆3 + 2
−

𝐼∗𝜆

𝜆3 + 2 − 𝐼∗𝜆
). 

В соответствии с формулой (3) диссипа-

тивная часть напряжений имеет вид: 

𝜎1
𝑑𝑖𝑠 = (𝜎∗

𝑑𝑖𝑠 − 𝑏�̇�𝜏) exp [−
1

�̇�𝜏
(𝜆 − 𝜆∗)] + 𝑏�̇�𝜏. 

В итоге единственная ненулевая компо-

нента напряжений  𝜎1,  соответствующая ис-

тинным напряжениям в образце, определяется 

суммой найденных равновесной и диссипатив-

ной частей: 

𝜎1 = 𝜎1
𝑒𝑞
+ 𝜎1

𝑑𝑖𝑠 . 

На рис. 1–3 представлены результаты 

расчетов, полученные согласно предложенной 

модели. Рассмотренные материалы представ-

ляли собой нанокомпозиты на основе бутади-
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ен-стирольной матрицы с 7 или 50 массовыми 

частями наполнителя (детонационные нано-

алмазы или графеновые пластины). Обозна-

чения на рисунках: 𝐹 – действующая сила, 𝑆0 – 

начальное сечение образца. 

Отметим, что при построении теорети-

ческой кривой не рассматривался первый 

цикл нагружения. Анализ характера поведе-

ния композитов проводился на втором и по-

следующих циклах, то есть были построены 

кривые вязкоупругих свойств уже размягчен-

ных материалов.  

В дальнейшем планируется учесть эф-

фект размягчения Маллинза в расчетах. 

Уникальность предложенной модели 

заключается в найденном аналитическом ре-

шении для диссипативной части тензора 

напряжений в случае одноосного нагружения 

при постоянной скорости деформирования. И 

в отличие от других вязкоупругих моделей 

это дает возможность с легкостью анализиро-

вать получаемые экспериментальные данные. 

Работа выполнена при поддержке 

РФФИ (грант №. 19-08-00725) и в рамках гос-

бюджетной темы (рег. номер АААА-А20-

120022590044-7). 
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