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Решается задача оптимального управления реактивным снарядом по его доставке из задан-

ного начального положения в заданное конечное положение с учетом силы сопротивления 

воздуха. Движение снаряда описывается векторным дифференциальным уравнением И.В. 

Мещерского. Критерий качества управления взят в форме "минимум силы" [4], минимиза-

ция которого обеспечивает минимальные перегрузки для снаряда. Рассмотрены три вида 

нормы вектора управляющей силы. Для каждого из них получено оптимальное управление, 

решающее поставленную задачу. Проведен анализ результатов численного эксперимента, 

подтверждающий общие теоретические положения. 
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1. Постановка задачи 

Задача наведения на целевое множество 

рассматривалась и решалась многими автора-

ми, например [2], [3], [5], [9], [10], [11], [16]. 

При этом управляемое тело могло испытывать 

сопротивление среды [12], [14]. Часто задача 

наведения дополняется требованием опти-

мальности управления по тому или иному 

критерию качества [1], [12], [13], [14], [15], 

[16]. В настоящей работе исследования опи-

раются на подход, развитый в монографии [4], 

состоящий в сведении задачи теории опти-

мального управления к функциональной про-

блеме моментов. В работе используются ал-

горитмы построения оптимальных управле-

ний, представленные в учебном пособии [6]. 

В работе [7] автором была рассмотрена 

задача оптимального управления реактивным 

снарядом по его доставке из заданного 

начального положения в заданное конечное 

положение.  

                                           
©Лутманов С. В., 2021 

Полет реактивного снаряда происходит 

в однородном поле тяжести (см. рис. 1) в 

верхних слоях атмосферы. 

Рис. 1 
 

В процессе движения снаряд испытыва-

ет сопротивление среды, являющееся линей-

ной функцией координат его вектора скоро-

сти. Динамика полета снаряда описывается 

векторным дифференциальным уравнением 

И.В. Мещерского [8]: 
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 снаряда считаются задан-

ными. Перевод снаряда из начального поло-

жения в конечное производится с помощью 

программного управления    0 ,u t T  , 

где  0 ,t T   множество интегрируемых на 

промежутке  0 ,t T  3-мерных вектор-

функций. При этом искомое управление 

 0u   должно выделяться среди всех управ-

лений, осуществляющих указанный перевод, 

тем, что оно минимизирует некоторый крите-

рий качества I , определенный на множестве 

программных управлений  0 ,t T . 
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который в литературе [4] носит название "ми-

нимум энергии".  
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В настоящей работе оптимизация произво-

дится по критерию "минимум силы" [4]. 

 

2. Критерий качества 

"минимум силы" 
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 Замечание 1. Во всех рассмотренных 
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Из замечания 1 следует, что критерий 

"минимум силы" можно трактовать как норму 

на линейном пространстве программных 

управлений  0 ,t T . Поставим задачу опти-

мального управления снарядом о его переводе 

из начального положения в конечное по кри-

терию "минимум силы". 

Задача 1. Определить программное 
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В дальнейшем элемент  0h Q   будем 

называть "минимальным", а его норму обо-

значать символом 

 0 0h   . 

На третьем этапе, в соответствии с 

принципом максимина Н.Н. Красовского [4], 
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0.3 0.2 0.5

D

 
 

  
 
 

 

 
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,

00

00

00

T м
сек

м
сек

м
сек

мx м
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x T x

x м

x м

x м

    
    
    
    

       
    
    
        

    

. 
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Рассмотрим последовательно все три 

случая трактовки понятия "величина управ-

ляющей силы 

1

2

3

u

u u

u

 
 

  
 
 

".  

 

4. Эвклидова норма вектора 3u R  

управляющей силы 

Задача (3.1) здесь принимает вид  

   

 
 

   

0

1

0 ,

, max,

max , 1

T

t

t t T

u t h t d

I u u t u t









    


 (4.1) 

Максимум интеграла в (4.1) достигает-

ся, когда подынтегральная функция принима-

ет максимальное значение всюду на проме-

жутке  0 ,t T . Максимальное значение этой 

функции можно получить, решив следующую 

задачу математического программирования: 

       

 0

, max, , 1,

,

u t h t u t u t

t t T

 


(4.2) 

Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид 

    3, , , 1 , ,L u u h u u u h R     . 

Выпишем условия оптимальности в задаче 

математического программирования (4.2): 

 , 0, , 1, 0L u u u
u

 


   


 

02 0 ,
2

h
h u u


      

0 0, 1 , 1
2 2

h h
u u

 
       

2
,1

, 1
4 4

h h
h h      

0
,

0 ,
2 ,

h h h
u

h h
        

0 , ,
,

h
u h h

h h
   

1
, , .

,
h h h h

h h
   

Таким образом, максимальным значе-

нием целевой функции в (4.2) служит величи-

на ,h h . Тогда норма на пространстве 

 0 ,t T  определяется формулой  

     

   
0

0

, ,

, .

T

t

h h t h t dt

h t T

 

 


 (4.3) 

Задача математического программиро-

вания по определению "минимального" 

элемента  0h Q   в силу (4.3) здесь имеет 

вид  

       
0

6 6

1 1

, min,

T
i i

i i

i it

l h l h d  
 

   

6

1

1i i

i

l c


 . 

Пусть вектор 

0

1

0

0

6

l

l

l

 
 

  
 
 

 решение этой 

задачи.  

Тогда "минимальный" элемент и его 

норма вычисляются по формулам  

         
0

6
0 0 0 0 0

1

, ,

T
i

i

i t

h l h h t h t dt


      

соответственно.  

Непосредственное построение опти-

мального управления  0u   сводится к сле-

дующей задаче на максимум:  

   
0

0, max,

T

t

u t h t dt   

 
   

0
0,

1
max ,
t t T

u t u t


 . 

Ее решение, как и выше, сводится к максими-

зации в каждый момент  0 ,t t T  подынте-

гральной функции    0,u t h t  при ограни-

чении 

   
 

2
0

1
,u t u t


 . 

Тогда 

 
 

   

 

0

0

0
0 0

0

1
,

,

,

h
u

h h

t T




  



 


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Заметим, что  

      
2

0 0 0,u u u     

 

   

    

0 0

22
0

0 0

,

,

1 h h

h h

 

 

   

 
 02

0

1
, , .const t T


             (4.4) 

 

Равенство (4.4) означает, что вектор оп-

тимальных управляющих параметров постоя-

нен по длине.  

Ниже на рис. 2–4 приводятся графики 

изменения координат вектора управляющих 

параметров, а на рис. 5 – его эвклидовой нор-

мы 

 

 
 

Рис. 2 

 
Рис. 3 

 

Рис. 4 

 

Рис. 5 

Из приведенных графиков видно, что 

компоненты оптимального вектора управля-

ющих параметров меняются в течение време-

ни непрерывно. Переключения отсутствуют. 

При этом, как это и должно следовать из (4.4), 

эвклидова норма вектора управляющих пара-

метров действительно остается постоянной. 

 

5. Сумма абсолютных величин  

компонент вектора 3u R   

управляющей силы 

Задача (3.1) здесь принимает вид  

   
0

,

T

t

u t h t d   

 

 

 

 

 

 0

1 1

2 2

3 3

,

T

t

u t h t

u t h t dt

u t h t

   
   

    
   
   

  

   
0

3

1

max,

T

i i

it

u t h t dt


   

 
 

 2

0

3

,
1

max 1i
t t T

i

I u u t





      . (5.1) 

Максимум интеграла в (5.1) достигает-

ся, когда для всех  0 ,t t T  выполнено ра-

венство. 

 
  , ,

0

i

i

sign h t i i
u t

i i





     


      

 
 

 
1,2,3

max ii i
h t h t


 . 

Тогда 

        

   

1

0

1 2 3

0

max , , ,

, .

T

t

h h t h t h t dt

h t T

 

 

  (5.2) 
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Задача математического программиро-

вания по определению "минимального" 

элемента  0h Q   в силу (5.2) здесь имеет 

вид  

   
1

0

6 6

1 2

1 1

max , ,

T

i i i i

i it

l h t l h t
 




 

 
6

3

1

min,i i

i

l h t dt






  

6

1

1i i

i

l c


 . 

Пусть вектор 

0

1

0

0

6

l

l

l

 
 

  
 
 

 решение этой зада-

чи. Тогда "минимальный" элемент и его нор-

ма вычисляются по формулам  

         
0

6
0 0 0 0 0

1

, ,

T
i

i

i t

h l h h t h t dt


      

соответственно.  

Непосредственное построение опти-

мального управления  0u   сводится к сле-

дующей задаче на максимум:  

       
0 0

3
0 0

1

, max,

T T

i i

it t

u t h t dt u t h t dt


    

      
1

0

1 2 3 0

1
max , ,

T

t

u t u t u t dt


 . 

Тогда 

 
 00

1
, ,

0 ,

i

i

sign h t i i
u t

i i








    

 

 

 
 

 
1,2,3

: max ii i
i h t h t




 ,  1,2,3i .  (5.2) 

Ниже на рис. 6–8 приводятся графики из-

менения координат вектора управляющих па-

раметров, а на рис. 9 – его эвклидовой нормы 

 

Рис. 6 

 
 

Рис. 7 

 

Рис. 8 

 

Рис. 9 

Из приведенных графиков видно, что 

компоненты оптимального вектора управля-

ющих параметров кусочно-постоянны.  

При этом в те моменты времени, в ко-

торые одна из компонент отлична от нуля, 

остальные, как это и должно следовать из 

(5.2), обращаются в ноль.  

Заметим, что эвклидова норма вектора 

управляющих параметров остается постоян-

ной в течение всего процесса управления.  
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6. Максимальный модуль компонент 

проекций вектора 3u R  

управляющей силы 

Задача (3.1) здесь принимает вид  

   

 

 

 

 

 

 0 0

1 1

2 2

3 3

, ,

T T

t t

u t h t

u t h t d u t h t dt

u t h t



   
   

    
   
   

   

=    
0

3

1

max,

T

i i

it

u t h t dt


    

 3I u


     

 
      

0

1 2 3
,

max , , , 1
t t T

u t u t u t


  . (6.1) 

Максимум интеграла в (6.1) достигается, ко-

гда для всех  0 ,t t T  выполнено равенство 

     , 1,2,3i iu t sign h t i    . 

Тогда                       h    

      
1

0

1 2 3

T

t

h h h d      . (6.2) 

Задача математического программиро-

вания по определению "минимального" эле-

мента  0h Q   в силу (6.2) здесь имеет вид  

     
1

0

6 6 6

1 2 3

1 1 1

min,

T

i i i i i i

i i it

l h t l h t l h t dt
  

 
   

 
  

6

1

1i i

i

l c


 . 

Пусть вектор 

0

1

0

0

6

l

l

l

 
 

  
 
 

 решение этой 

задачи. Тогда "минимальный" элемент и его 

норма вычисляются по формулам  

         
0

6
0 0 0 0 0

1

, ,

T
i

i

i t

h l h h t h t dt


      

соответственно.  

Непосредственное построение опти-

мального управления  0u   сводится к сле-

дующей задаче на максимум:  

       
0 0

3
0 0

1

, max,

T T

i i

it t

u t h t dt u t h t dt


    

 
      

0

1 2 3 0,

1
max
t t T

u t u t u t


   . 

Тогда 

     0 0

0

1
, 1,2,3i iu t sign h t i


    . 

Ниже на рис. 10–12 приводятся графи-

ки изменения координат вектора управляю-

щих параметров, а на рис. 13 – его эвклидовой 

нормы 

 

Рис. 10 

 

Рис. 11 

 
Рис. 12 

 

 

Рис. 13 
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Из приведенных графиков видно, что 

компоненты оптимального вектора управля-

ющих параметров кусочно-постоянны. При 

этом эвклидова норма вектора управляющих 

параметров остается постоянной в течение 

всего процесса управления.  

 

6. Сравнительный анализ результатов 

управления для различных трактовок 

максимальной величины  

управляющей силы 

В таблице приведены значения крите-

риев качества управления на оптимальном 

управлении, построенном в зависимости от 

выбора нормы вектора управляющих пара-

метров. Величины диагональных элементов, 

как это и следовало ожидать, оказались 

наименьшими в соответствующих строках 

таблицы. 

 

 

0

1
u  

длина 

вектора 

0

2
u  

сумма 

модулей 

компонент 

0

3
u  

максимальный 

модуль ком-

поненты 

1I


 

длина вектора 
40.986 50.093 68.434 

2I


  
сумма  

модулей  

компонент 

61.878 50.093 118.532 

3I


 

максимальный 

модуль  

компоненты 

40.7882 50.093 39.511 

  

промах,  

отнесенный к 

длине полета 

для оптималь-

ного управле-

ния 

0.0002 0.0317 0.0043 

В силу погрешностей вычислений при-

вести фазовый вектор линейного объекта точ-

но в начало координат в численном экспери-

менте не удается. Из таблицы видно, что про-

мах этого вектора по конечной цели, вычис-

ленный по формуле 

 

 

0

0

0

Tx x T

x x T


 


, 

по каждому из видов нормы 

     0 0 0

1 1 11 2 3
, ,x T x T x T  оказался 

наименьшим в случае оптимального управле-

ния  0

1
u  . Видимо это объясняется отсут-

ствием переключений у компонент вектора 

управляющих параметров в процессе управ-

ления. 
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The article solves the problem of optimal control of a rocket projectile by its delivery from a given 

initial position to a given final position, taking into account the air resistance force. The motion of 

the projectile is described by the vector differential equation of I.V. Meshchersky. The control 

quality criterion is taken in the form of "minimum force", the minimization of which ensures min-

imal overloads for the projectile. Three types of the norm of the control force vector are consid-

ered. For each of them, an optimal control is obtained that solves the task. The analysis of the re-

sults of the numerical experiment is carried out, confirming the general theoretical provisions. 

Keywords: mathematical modeling; optimization; control; functional minimization; I.V. Mesh-

chersky equation; software control; quality criterion. 


