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Аннотация. Представлен численный метод решения смешанной начально-краевой 

задачи для двумерного уравнения диффузии в случае квазилинейного коэффициента 

диффузии, при наличии линейного источника, обеспечивающий четвертый порядок 

пространственной аппроксимации. Рассматривается алгоритм построения операторов 

разностной схемы на компактном шаблоне с помощью последовательного покоорди-

натного применения сплайн-интерполяции. Приведен теоретический расчет порядка 

аппроксимации, обеспечиваемого рассматриваемой разностной схемой, а также 

найдено условие, при котором схема устойчива. Представлены результаты вычисли-

тельных экспериментов, подтверждающих теоретически найденное значение для по-

рядка аппроксимации. 
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Abstract. This article presents a method of numerical integration of a mixed initial-boundary 
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Введение 

С целью численного решения начально-краевых задач для многомерных параболи-

ческих дифференциальных уравнений и их систем в рамках метода конечных разностей 

наиболее часто применяются методы построения аддитивных разностных схем. Среди 

таких схем выделяют: факторизованные схемы, разностный оператор, содержащий про-

странственные производные которых представим в виде произведения разностных опе-

раторов меньшей пространственной мерности; схемы расщепления по физическим про-

цессам, при построении которых различные этапы построения схемы соответствуют раз-

личным по своей физической природе аспектам описываемого процесса, к которым, 

например, относится схема широко применяемого метода крупных частиц, разработан-

ного О.М. Белоцерковским и его научной школой; схемы расщепления по простран-

ственным переменным, при которых разностный оператор схемы строится с помощью 

разностных операторов по отдельным пространственным координатам, также известные 

как локально-одномерные схемы (Locally One-Dimensional, LOD) [1, 2].  

Вопросу разработки эффективных аддитивных локально-одномерных схем, в том 

числе схем переменных направлений (Alternating Direction Implicit, ADI), посвящено 

большое количество как фундаментальных, так и современных работ [3–16]. С точки зре-

ния получения схем повышенной точности представляют интерес локально-одномерные 
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схемы, реализующие сплайн-интерполяцию совместно с методом расщепления по коор-

динатам. Так, например, в работах [17, 18] на этапе построения одномерных разностных 

операторов при реализации схем расщепления применяются сплайн-интерполяции, 

обеспечивающие повышенный порядок аппроксимации. В работе [19] численное при-

ближение для двумерной задачи строится с помощью двумерного сплайна, представля-

ющего линейную комбинацию одномерных B-сплайнов по отдельным пространствен-

ным переменным. 

При моделировании многих физико-химических процессов возникают зоны высо-

ких градиентов, что приводит к необходимости использования сеток высокой детализа-

ции, либо применения неравномерных сеток [20–23]. В частности, при моделировании 

процесса, описанного в работе [24], зона высоких градиентов для искомой функции воз-

никает вблизи одной из границ расчетной области. Применение компактных разностных 

схем повышенного порядка аппроксимации позволяет снизить требования к детализации 

сетки. Двумерный вариант постановки из работы [24] является модельной задачей для 

апробации численного метода, представленного в данной статье. 

В данной работе представлен метод численного интегрирования смешанной 

начально-краевой задачи для двумерного дифференциального уравнения параболиче-

ского типа с помощью компактной мультиоператорной [25] разностной схемы, облада-

ющей четвертым порядком пространственной аппроксимации. Метод является модифи-

кацией представленного ранее метода [26] для двумерного случая с периодическими гра-

ничными условиями по оси y, и основывается на построении разностных операторов с 

помощью значений, полученных путем последовательного применения кубического ин-

терполяционного сплайна по отдельным пространственным координатами. Разностная 

схема строится, исходя из законов сохранения, сформулированных для каждой ячейки 

сеточного шаблона, и относится к классу аддитивных схем переменных направлений. 

Построение локально-одномерных разностных операторов путем интерполяции с помо-

щью кубического сплайна класса 2C  [27, 28], который строится для первообразной от 

искомой функции рассматриваемого уравнения, позволяет сформулировать компактную 

разностную схему высокой пространственной точности, обладающую свойством консер-

вативности, базовыми величинами которой вместо значений функции в точке являются 

ее интегральные средние на контрольных объемах разностной сетки. 

1.  Математическая постановка задачи и численный метод 

Рассмотрим смешанную начально-краевую задачу для двумерного параболиче-

ского дифференциального уравнения, соответствующего уравнению диффузии при 

наличии источника в области 0 0{( , , ) : , ,0 }u L LG x y t x x x y y y x T=       : 

0
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При этом, ( )D u  – монотонная функция при ( , , ) ux y t G  по условию задачи. 

Основная идея численного метода заключается в первоначальном нахождении 

вспомогательных аппроксимаций с помощью одномерного интерполяционного сплайна, 

приближающего в среднем, путем последовательной интерполяции вдоль различных 
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пространственных координат. Далее с помощью найденных аппроксимаций вычисля-

ются разностные операторы, действующие в пространстве сеточных функций с двумя 

пространственными переменными, необходимые для численного интегрирования задачи 

(1). Будем проводить построение конечно-разностной схемы на сетке  

, , 0{ ,0 , 0, }
x yh h k K x yt k K t t T   =   = =   , 

где { , 0, , }Lx i x x x

x

x
x ih i N h

N
 = = = = , { , 0, , }Ly j y y y

y

y
y jh j N h

N
 = = = = .   

Проинтегрируем основное уравнение в (1) по контрольному объему  

1 1[ , ] [ , ]i i j jx x y y+ +  для 0, 1, 0, 1x yi N j N= − = − , получим систему дифференциальных 

уравнений: 
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Для преобразования задачи (2) к конечно-разностной постановке определим следу-

ющие разностные операторы: 
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С помощью операторов (3) построим аппроксимации для слагаемых в правой части 

основного уравнения (2) с помощью формулы численного интегрирования Симпсона 

при nt t= , и получим его конечно-разностный аналог (рис. 1): 
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(𝑛)

+ 𝐾(𝑥𝑖 + 𝛥𝑥/2, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+0.5,𝑗+1
(𝑛)

+ 

       +𝐾(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

+𝐾(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+1,𝑗+0.5
(𝑛)

) 

       +16𝐾(𝑥𝑖 + 𝛥𝑥/2, 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

]; 

𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(0)

=
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 0)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

, 

𝐽0,𝑗
𝑥,(𝑛)

= 0,𝐷(𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

)𝐽𝑁𝑥,𝑗
𝑥,(𝑛)

= −𝛼1(𝑡)𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

, 

𝑢
~

𝑖+1/2,1/2
(𝑛)

= 𝑢
~

𝑖+1/2,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

, 𝑢
~

𝑖+1/2,0
(𝑛)

= 𝑢
~

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
, 𝐽𝑖+1/2,0
𝑦,(𝑛)

= 𝐽𝑖+1/2,𝑁𝑦
𝑦,(𝑛)

, 𝑢𝑖,1/2
(𝑛)

= 𝑢𝑖,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

, 𝑢𝑖,0
(𝑛)

= 𝑢𝑖,𝑁𝑦
(𝑛)

, 𝐽𝑖,0
𝑦,(𝑛)

= 𝐽𝑖,𝑁𝑦
𝑦,(𝑛)

. 

(4) 

 
Рис. 1. Аппроксимаций значений функции u(x, y, t) и ее частных пространственных 

производных целых и полуцелых узлах расчетной сетки для временного шага nt t=   
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Опишем алгоритм получения значений разностных операторов (3), необходимых 

для разностной схемы (4). 

Для последовательной интерполяции вдоль пространственных координат будем ис-

пользовать сплайн 3,1S  класса 2C , характеристики которого представлены в работах [27, 

28].  

Рассмотрим 3,1S  как интерполирующий сплайн для функции ( , , )W x y t , являющейся 

первообразной для функции ( , , )w x y t  по пространственной координате, по которой осу-

ществляется интерполяция: 
2 2

3,1 1

1

( ( ); ) (1 ) (1 2 ) (3 2 )

(1 )[(1 ) ], .

i i

i
i i i

i

S W v v W W

v v
h w w

h

   

    

+

+

= − + + − +

−
+ − − − =

 
(5) 

Здесь '( ) ( )W y w y= . 

Из условия получим 3,1 3,1( , 0) ( , 0)II II

i iS W v S W v− = +  [27] СЛАУ: 

1~ ~ ~

1/2 1/2 1/21 1

1
4 3( ), 1, 1, ( ) .

j

j

v

j j jj j j y

y v

w w w w w j N w w v dv
h

+

− + +− ++ + = + = − =   
(6) 

Для 

111
( , , )

ji

i j

yx

n

x y x y

u x y t dydx
h h

++

   как функции от переменной y на каждом отрезке 

1[ , ], 0, 1i i xx x i N+ = −  построим интерполяционный сплайн (5) вида 

1

3,1

1
( ( ( , , ) ) , )

i

i

x

n

x x

S u x y t dx dy y
h

+

  , действующий вдоль координаты x . Построим СЛАУ типа 

(5) для значений 
( )

1/2,

n

i ju +  и 
( )

1/2, 1/2

n

i ju + +  во внутренних узлах, дополнив ее условиями перио-

дичности по координате y по пространству в граничных точках, получив таким образом 

совместную СЛАУ: 

{
𝑢̃𝑖+1/2,0
(𝑛)

= 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦
(𝑛)

, 𝑢̃𝑖+1/2,1
(𝑛)

= 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦+1
(𝑛)

, 𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2
(𝑛)

= 𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

𝑢̃𝑖+1/2,𝑗−1
(𝑛)

+ 4𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢̃𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗−1/2
(𝑛)

+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝑛)

)
 . (7) 

Используя представление функций 
11
( , , )

i

i

x

n

x x

u x y t dx
h

+

 ,  

111
( , , )

ji

i j

yx

n

x y x y

u x y t dydx
h h

++

   в виде 

ряда Тейлора по переменной y в окрестности точки jy , а также применив метод неопре-

деленных коэффициентов, построим компактные центральные разностные операторы 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  , обеспечивающие четвертый порядок пространственной аппроксимации по пере-

менной y [26] с учетом периодических граничных условий: 
( ) ( ),( ) ( ) ( )

1/2, 1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2 1/2, 1/2(0.5 0.5 2 2 ) / , 1, 1.
n ny n n n

i j i j i j i j i j y yJ u u u u h j N+ + − + + + − + += − − + = −  (8) 

Таким образом, были найдены аппроксимации
( )

1/2,

n

i ju + , 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  для отрезков 

1[ , ], 0, 1i i xx x i N+ = −  (рис. 2а). 
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Далее необходимо определить значения ( )

,

n

i ju , 
,( )

,

x n

i jJ  путем интерполяции с помо-

щью сплайна (5) вдоль координаты x на основе полученных значений 
( )

1/2,

n

i ju +  с учетом 

граничных условий, действующих при 0 , Lx x x x= = . Используя представление функций 

11
( , , )

i

i

x

n

x x

u x y t dx
h

+

 ,  ( , , )nu x y t  в виде ряда Тейлора по переменной x в окрестности ix , а 

также применив метод неопределенных коэффициентов, построим операторы 
,( )

,

x n

i jJ : 

𝐽0,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (−6𝑢0,𝑗
(𝑛)
− 8𝑢1,𝑗

(𝑛)
− 𝑢2,𝑗

(𝑛)
+ 11.5𝑢̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 3.5𝑢̃3/2,𝑗

(𝑛)
)/ℎ𝑥 

𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (0.5𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

− 0.5𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑛)

− 2𝑢̃𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 2𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

)/ℎ𝑥, 𝑖 = 1, 𝑁𝑥 − 1 

𝐽𝑁𝑥,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (6𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

+ 8𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢𝑁𝑥−2,𝑗
(𝑛)

− 11.5𝑢̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

− 3.5𝑢̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

)/ℎ𝑥. 

(9) 

С учетом граничных условий, применив  интерполяционный сплайн (5)  вида 

3,1( ( , , ) , )j nS u x y t dx x  вдоль координаты x  по всем { }: 0,j yy j N= , определим СЛАУ для 

нахождения аппроксимаций 𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)

≃ 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗, 𝑡) + 𝑂(ℎ𝑦
4 + ℎ𝑥

4) , из которых далее могут 

быть найдены 𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

≃
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡)

∂𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑦

4 + ℎ𝑥
4): 

5𝑢0,𝑗
(𝑛)
+ 4𝑢1,𝑗

(𝑛)
= 8.5𝑢̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 0.5𝑢̃3/2,𝑗

(𝑛)
 

𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

+ 4𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
= 3(𝑢̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
), 𝑖 = 1,𝑁𝑥 − 1 

4𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ (5 +
ℎ𝑥𝛼1(𝑡)

𝐷(𝑢
𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

)
) 𝑢
𝑦𝑥

𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

= 8.5𝑢̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 0.5𝑢̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

.  

(10) 

Операторы ,( )

,

x n

i jJ  могут быть найдены из полученных ( )

,

n

i ju  с помощью (9) (рис. 2б). 

 

 

  

(а) (б) 

Рис. 2. Нахождение точечных и интегральных разностных операторов с помощью 

применения интерполирующего сплайна по отдельным координатам (1, 2 шаги): (а) – 

по координате y, (б) – по координате x 
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Для восстановления аппроксимаций 
1

( ) 4 4
, 1/2

1
( , , ) ( )

j

j

y
n

i j i n x y

y y

u u x y t dy O h h
h

+

+  + +  по 

найденным 𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)

≃ 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡) + 𝑂(ℎ𝑦
4 + ℎ𝑥

4) применим следующие формулы с учетом пе-

риодичности: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1/2 ,( 1 )% , % ,( 1)% ,( 2)%

1 13 13 1

24 24 24 24y y y y y

n n n n n
i j i j N N i j N i j N i j Nu u u u u+ − + + += − + + − .  

(11) 

Используя представление функций ( , , )nu x y t ,  
1

1
( , , )

j

j

y

n

y y

u x y t dy
h

+

  в виде ряда Тейлора по 

переменной y в окрестности точки jy , а также применив метод неопределенных коэф-

фициентов, найдем с учетом периодических граничных условий операторы

,( ) 4 4

,

( , , )
( )

i j ny n

i j x y

u x y t
J O h h

y


 + +


 (рис. 3а): 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
0.5𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑛)
− 0.5𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
− 2𝑢̃𝑖,𝑗−1/2

(𝑛)
+ 2𝑢̃𝑖,𝑗+1/2

(𝑛)

ℎ𝑦
, 𝑗 = 1,𝑁𝑦 − 1. (12) 

Для восстановления аппроксимаций 𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

≅
1

ℎ𝑦
∫

𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
𝑑𝑦

𝑦𝑗+1
𝑦𝑗

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) по 

найденным значениям 𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

≅
𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4) применим следующие формулы с 

учетом периодичности: 
,( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,( )
, 1/2 ,( 1 )% , % ,( 1)% ,( 2)%

1 13 13 1

24 24 24 24y y y y y

x n x n x n x n x n
i j i j N N i j N i j N i j NJ J J J J+ − + + += − + + −   

(13) 

В результате были получены необходимые точечные и интегральные разностные опера-

торы из (3). Для контрольных объемов 1 1{[ , ] [ , ] : 0, 1, 0, 1}i i j j x yx x y y i N j N+ + = − = −  при 

nt t= найдем с помощью формулы численного интегрирования Симпсона, обеспечиваю-

щей четвертый порядок точности по пространству, аппроксимации значений функций 

( , , )u x y t  
( , , )x y t

x




 
( , , )u x y t

y




 в полуцелых узлах: 

𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

= 1.5𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

− 0.25(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
), 𝑢𝑖+0.5,𝑗

(𝑛)

= 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

= 1.5𝑢̃𝑖,𝑗+1/2
(𝑛)

− 0.25(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
), 𝑢𝑖,𝑗+0.5

(𝑛)

= 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

= (36𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2 − (𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗+1

(𝑛)
) − 

               −4(𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢𝑖+0.5,𝑗+1
(𝑛)

+ 𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

+ 𝑢𝑖+1,𝑗+0.5
(𝑛)

))/16, 𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

= 

              = 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

= 1.5𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

− 0.25(𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

+ 𝐽𝑖+1,𝑗
𝑦,(𝑛)

), 𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
𝜕𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝜕𝑦
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4) 

𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

= 1.5𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

− 0.25(𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

+ 𝐽𝑖,𝑗+1
𝑥,(𝑛)

), 𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

=
𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+0.5ℎ𝑦,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4)  

(14) 
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Построенная разностная схема (4) формально обеспечивает четвертый порядок 

пространственной аппроксимации при условии монотонности функции ( )D u . 

2. Порядок пространственной аппроксимации 

Исследуем структуру пространственной погрешности, возникающей в результате 

применения разностных операторов (3), полученных путем последовательного примене-

ния сплайна (5) по одной из пространственных координат, в схеме (4). 

Рассмотрим основную СЛАУ (7) для восстановления ( )

1/2

n

iu +  по значениям 
( )

1/2, 1/2

n

i ju + +  

с учетом периодических граничных условий с помощью применения сплайна (5) по пе-

ременной y, а также разложения правой части в ряд Тейлора, получим СЛАУ для невязок 
1

( )
1/2, 1/2

1
( , , )

i

i

x
y

n
i j i j

x x

e u u x y t dx
h

+

+ += −   , далее везде подразумевая вычисления для временного 

слоя nt : 

{
  
 

  
 4𝑒

𝑦

𝑖+1/2,1
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,2
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,3/2

(𝑛)
) − 4𝑢̃𝑖+1/2,1

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,2

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
,

𝑒
𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
+ 4𝑒

𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗

(𝑛)
+ 𝑒

𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗+1

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃

𝑖+
1
2
,𝑗−

1
2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃

𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2

(𝑛)
) − 𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
− 4𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗

(𝑛)
− 𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗+1

(𝑛)
,

0 < 𝑗 < 𝑁𝑦 ,

𝑒
𝑦

𝑖+1/2,1
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦−1
(𝑛)

+ 4𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑁𝑦−1/2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2

(𝑛)
) − 𝑢̃𝑖+1/2,1

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦−1

(𝑛)
− 4𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
.

 (15) 

Здесь 

11( )

1/2, 1/2

1
( , , )

ji

i j

yx
n

i j

x y x y

u u x y t dyxy
h h

++

+ + =   . 

Представим выражения в правых частях уравнений СЛАУ (6) в виде рядов Тей-

лора, поскольку они содержат только точные интегральные средние и точечные значе-

ния, после чего запишем СЛАУ (7) в матричной форме:  

𝐴̂𝑒
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= 𝑤
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

, 𝐴̂ =

(

 
 

4 1 0 . . . 1
1 4 1 . . . 0
0 1 4 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
1 ⋯ ⋯ 1 4)

 
 
,
𝑒
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= (𝑒
𝑦

𝑖+1/2,0
(𝑛)

, . . . , 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
)𝑇

𝑤
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= (𝑤
𝑦

𝑖+1/2,0
(𝑛)

, . . . , 𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
)𝑇

. 

 

 

(16) 

Опишем вектор в правой части СЛАУ с помощью представление в виде ряда: 
4 5 6( ) 2

4
1/2

4 4 2 4

7 83 4
5 6

3 4 4 4

( , , ) ( , , ) ( , , )1
(
30 60 180

( , , ) ( , , )
( )) ( )

720 3600

ny
i j i j i jx x

i y

i j i jx x
x y

u x y t u x y t u x y th h
w h

y x y x y

u x y t u x y th h
O h O h

x y x y

+

  
= − − − −

    

 
− − + +

   

 

 

 

(17) 

Построим выражение для невязок 

( ) ( )

1
1/2 1/2

ˆ
n ny y

i ie A w−
+ += , и ( )

( ) ( )

1
1/2, 1/2,

0

ˆ
yNn ny y

i j i k
jk

k

e A w−
+ +

=

= . 

Здесь индекс 1/ 2i +  соответствует вертикальной колонке расчетной сетки, состоящей из 

узлов, для которых 1[ , ]i ix x x + , k соответствует номеру строки в матрице . 

Численное исследование матрицы 
1Â−
 показывает, что абсолютные значения эле-

ментов обратной матрицы экспоненциально убывают при удалении от главной диаго-

нали (рис. 4).  

1Â−
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(а) (б) 

Рис. 4. Зависимость норм ( )1ˆ
ij

A−  от i j− : (а) – линейная шкала, (б) – лог. шкала 

График максимального значения по всем строкам для радиуса от главной диаго-

нали, внутри которого абсолютное значение элементов матрицы 
1Â−  превышает машин-

ную погрешность, представлен на рис. 5. 

 

 

Рис. 5. Зависимость ( )1ˆmax{ : }
i ij
i j A −−   от yN   

Таким образом, для 27yN =  имеем ( )1ˆmax{ : } y
i ij
i j A N−−  = , при 27yN 

( )1ˆmax{ : } 27
i ij
i j A −−  = . Тогда при 27n  является справедливой следующая 

оценка: 

 

𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

= ∑ (𝐴̂−1)
𝑗𝑘
𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑘
(𝑛)𝑁𝑦

𝑘=0 ∼ 𝑂(𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑘
(𝑛)

)𝑗 = 0,1, . . . , 𝑁𝑦. (18) 
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Таким образом, оценка для вычисленных 1/2,i ju + : 

 

𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

=
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡)
𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛) .  

(19) 

Найдем погрешность аппроксимации при вычислении операторов 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  (8) по 

найденным , 0,1,...,iu i N= : 

      𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

−
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

=

= (0.5𝑢̃𝑖+1/2,
(𝑛)

𝑗−1
− 0.5𝑢̃𝑖+1/2,

(𝑛)

𝑗+1
− 2𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗−1/2

(𝑛)
+ 2𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2

(𝑛)
)/ℎ𝑦 − 

       −
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

= 

       = (0.5(
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗−1, 𝑡𝑛)
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
) − 0.5(

1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑑𝑥

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

) − 

       −2
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑦𝑥𝑦

𝑦𝑗

𝑦𝑗−1

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

+ 2
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑦𝑥𝑦

𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

))/ℎ𝑦

−
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

= 

       =
0.5𝑒

𝑦

𝑖+1/2,𝑗−1
(𝑛)

− 0.5𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

ℎ
+ 𝑢'(𝑥𝑖) − ℎ𝑦

4(
1

360

∂5𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦5

+
ℎ𝑥
720

∂6𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥 ∂𝑦5
+ 

       +
ℎ𝑥

2

2160

∂7𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥2 ∂𝑦5
+
ℎ𝑥

3

8640

∂8𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥3 ∂𝑦5
+

ℎ𝑥
4

43200

∂9𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥4 ∂𝑦5
+ 𝑂(ℎ𝑥

5))

+ 𝑂(ℎ𝑦
6) = 

       = (−
∂𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑦
−
ℎ𝑦

2

6

∂2𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑦2
+ 𝑂(ℎ𝑦

4)) + 𝑂(ℎ𝑦
4) ∼ 𝑂(ℎ𝑦

4) 

(20) 

Рассмотрим основную СЛАУ для восстановления ( )

,

n

i ju  по вычисленным значениям 

𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

=
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗, 𝑡)
𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

 (26): 

{
 
 

 
 6𝑢0,𝑗

(𝑛)
+ 8𝑢1,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢2,𝑗

(𝑛)
= 11.5𝑢̂̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 3.5𝑢̂̃3/2,𝑗

(𝑛)
− ℎ𝑥𝑢𝑥

' (𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡),

𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

+ 4𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
= 3(𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑥 − 1,

𝑢𝑁𝑥−2,𝑗
(𝑛)

+ 8𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ 6𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

= 3.5𝑢̂̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

+ 11.5𝑢̂̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡).

 (21) 

 Выполнив линейные преобразования для перехода к системе (10), получим с по-

мощью разложения правой части (21) в ряд Тейлора СЛАУ для невязок 

( )
, , ( , , )

yx
n

i j i j i je u u x y t= − : 
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{
 
 

 
 5 𝑒

𝑦𝑥

0,𝑗 + 4𝑒
𝑦𝑥

1,𝑗 = 8.5𝑢̂̃1/2,𝑗
(𝑛)

+ 0.5𝑢̂̃3/2,𝑗
(𝑛)

− ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 5𝑢(𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥1, 𝑦𝑗 , 𝑡),

𝑒
𝑦𝑥

𝑖−1,𝑗 + 4𝑒
𝑦𝑥

𝑖,𝑗 + 𝑒
𝑦𝑥

𝑖+1,𝑗 = 3(𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

) − 𝑢(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑡) − 𝑢(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 , 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁𝑥 − 1,

4 𝑒
𝑦𝑥

𝑁𝑥−1,𝑗 + 5𝑒
𝑦𝑥

𝑁𝑥,𝑗 = 0.5𝑢̂̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

+ 8.5𝑢̂̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥𝑁𝑥−1, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 5𝑢(𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡).

 (22) 

 

Представим (22) в матричном виде, раскладывая аналитические компоненты в пра-

вой части в ряды Тейлора: 

 

𝐴 𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= 𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)
,   𝐴 =

(

 
 

5 4 0 . . . 0
1 4 1 . . . 0
0 1 4 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
0 ⋯ ⋯ 4 5)

 
 
, 

𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= ( 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,0
(𝑛)
, . . . , 𝑒

𝑦𝑥

𝑗,𝑁𝑥

(𝑛)
)𝑇

𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= (𝑤
𝑦𝑥

𝑗,0
(𝑛)
, . . . , 𝑤

𝑦𝑥

𝑗,𝑁𝑥

(𝑛)
)𝑇

𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= 𝐴−1𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)
;

  

 

(23) 

 

Тогда получим для i-го элемента: ( )
( ) ( )

1
, ,

0

x
n nNyx yx

j i j k
ik

k

e A w−

=

= . 

 

Представим компоненты вектора 

( )nyx

jw  в виде рядов Тейлора:  
4 5( ) ( ) ( ) 4 5

0 0 6
,0 1/2, 3/2,

4 5

4 6( ) ( ) ( ) 4 6
8

, 1/2, 1/2,
4 6

( )

,

( , , ) ( , , )
8.5 0.5 ( )

30 45

( , , ) ( , , )
3( 0.5 ) ( )

30 630

0.5
x x

n n nyx y y
j n j nx x

j j j x

n n nyx y y
i j n i j nx x

j i i j i j x

nyx y

j N N

u x y t u x y th h
w e e O h

x x

u x y t u x y th h
w e e O h

x x

w e

− +

−

 
= + + + +

 

 
= + − − +

 

=

4 5( ) ( ) 4 5
6

3/2, 1/2,
4 5

( , , ) ( , , )
8.5 ( )

30 45

x x

x

n ny
N j n N j nx x

j N j x

u x y t u x y th h
e O h

x x
−

 
+ + − +

 

. (24) 

Матрица A  является трехдиагональной (с диагональным преобладанием), ограни-

ченной, квазицентричной матрицей, 
1A−
 существует и также ограничена, тогда, в соот-

ветствии с теоремой 2.4 из работы [29], справедлива оценка:  

( )
1/

1 1

1 1 1

2

1

1 1

( ) 1
, , ( ) ,

( ) 1

1 ( )
( 1) ( )max{1, / 2}, 2.

( )

m

i j

ij

m

cond A
A C cond A A A

cond A

cond A
C m A cond A m

cond A

 



−− −

− −

 −
 = = 

+ 

 +
= + = 

 

 (25) 

Поскольку 10 1  , то для каждой строки i матрицы 
1A−
 число элементов, модуль 

которых превышает наперед заданное число , ограничено:  

( )1{ : } min( , 2 1), , ( ( )), ( )
ij

j A n r r const r r cond A r r n−   + = =  . (26) 

Численное исследование элементов матрицы 
1A−
 также показывает экспоненци-

альное убывание их абсолютных значений при удалении от главной диагонали (рис. 6). 

 

 

 


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(а) (б) 

Рис. 6. Зависимость норм ( )1
ij

A−  от i j− : (а) – линейная шкала, (б) – лог. шкала 

 

Максимальный радиус ( )1max{ : }
iji

i j A −−   соответствует значению, найден-

ному для матрицы 1Â− . Тогда при 27n  является справедливой следующая оценка: 

 

𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖
(𝑛)

= ∑ (𝐴−1)𝑖𝑘𝑤
𝑦𝑥

𝑗,𝑘
(𝑛)𝑁𝑥

𝑘=0 ∼ 𝑂(𝑤
𝑦𝑥

𝑗,𝑘
(𝑛)
), 𝑖 = 0,1, . . . , 𝑁𝑥. (27) 

 

Тогда оценка для вычисленных ,i ju : 

 
( )

( )
,,

ˆ ( , , )

nyx
n

j ii j i ju u x y t e= + . 
(28) 

  

Найдем погрешность при вычислении операторов (9), 1,..., 1xi N= − : 

 

𝐽𝑗,𝑖
𝑥 −

∂𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

∂𝑥
= (0.5𝑢̂𝑖−1,𝑗

(𝑛)
− 0.5𝑢̂𝑖+1,𝑗

(𝑛)
− 2𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 2𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
)/ℎ −

∂𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

∂𝑥
= 

=
0.5( 𝑒

𝑦𝑥

𝑗,𝑖−1
(𝑛)

− 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖+1
(𝑛)

) + 2(𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

− 𝑒
𝑦

𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

)

ℎ𝑥
−
ℎ𝑥

4

360

∂5𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥5
+ 𝑂(ℎ𝑥

6) = 

= 𝑂(
∂ 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖
(𝑛)

∂𝑥
) + 𝑂(

∂𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑥
) −

ℎ𝑥
4

360

∂5𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

∂𝑥5
+ 𝑂(ℎ𝑥

6) ∼ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4). 

(29) 

 

 



Высокоточная компактная локально-одномерная консервативная сплайн-схема… 

93 

Применяя разложение функций в ряд Тейлора в окрестностях соответствующих уз-

лов, видно, что формулы (11), (13) при их применении к точным значениям соответ-

ственно ( , , )i j nu x y t  и ' ( , , )x i j nu x y t  обеспечивают четвертый порядок аппроксимации по 

y: 

1

( 1 )% % ( 1)%

4

4 5

( 2)% 4

1 13 13
( , , ) ( , , ) ( , , )

24 24 24

( , , )1 1 11
( , , ) ( , , ) ( )

24 720

y y y y

j

y

j

i j N N n i j N n i j N n

y

i j n

i j N n i n y y

x y

u x y t u x y t u x y t

u x y t
u x y t u x y t dy h O h

h y

+

− + +

+

+ + −


− = − +


; (30) 

 

1

( 1 )% % ( 1)%

5
( 2)% 4 5

4

( , , ) ( , , ) ( , , )1 13 13

24 24 24

( , , ) ( , , )( , , )1 1 11
( )

24 720

y y y y

j

y

j

i j N N n i j N n i j N n

y

i j N n i j ni n
y y

x y

u x y t u x y t u x y t

x x x

u x y t u x y tu x y t
dy h O h

x h x x y

+

− + +

+

  
+ + −

  

 
− = − +

   

. (31) 

С учетом (27), (30) оценка погрешности при вычислении операторов (12), 

1,..., 1yj N= −  имеет вид: 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

−
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

∂𝑦
=

0.5𝑢𝑖,𝑗−1
(𝑛)

−0.5𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑛)

−2𝑢𝑖,𝑗−1/2
(𝑛)

+2𝑢𝑖,𝑗+1/2
(𝑛)

ℎ𝑦
−
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

∂𝑦
∼ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4). (32) 

 Выражения (14) сохраняют общий порядок аппроксимации 4 4~ ( )x yO h h+  как ли-

нейные комбинации величин, имеющих погрешность порядка не выше 4 4~ ( )x yO h h+ ,  с 

постоянными коэффициентами. 

3. Устойчивость разностной схемы 

Исследуем устойчивость представленной разностной схемы по начальным данным 

при помощи спектрального признака Неймана.  

Представим значения 
( 1)

1/2, 1/2

n

j ku
+

+ + , 
( )

, 1/2

n

j ku +  , 
( )

1/2,

n

j ku +  в виде гармоник: 
1 1( ) ( ( ) ( ))
2 2

1/2, 1/2

1
( ( ) )( )

( ) ( )2
1/2, ,

,

( ) , ( ) ( ) .

n i j k
n

j k

i j kn
n n i j k

j k j k

u e

u Q e u Q Q e

 

 
 



   

+ + +

+ +

+ +
+

+

=

= =

 
(33) 

Тогда из СЛАУ (7), (10) получим: 
0.5 0.5

0.5 0.5

( )( 4 ) 3( ),

( )( 4 ) 3( )

i i i i

i i i i

Q e e e e

Q e e e e

   

   





− −

− −

+ + = +

+ + = +
 

(34) 

Откуда найдем значения для ( )Q  , ( )Q  : 

3cos( / 2) 3cos( / 2)
( ) , ( ) .

2 cos 2 cos
Q Q

 
 

 
= =

+ +
 

(35) 

С учетом СЛАУ (10), выражений (35) определим представление для ( )

,

n

i ju : 
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( ) ( )

,

3cos( / 2) 3cos( / 2)

2 cos 2 cos

n n i j k

j ku e   


 

+=
+ +

. 
(36) 

Найдем представления в виде гармоник для остальных аппроксимаций, которые 

используются в (4). Из (11) получим представление для 
( )

, 1/2

n

i ju + : 

 

( )
( )

, 1/

2
2

2

( 2 )
23 cos cos 7 cos

2 2

2(2 cos )(2 cos )

i
j

n

k

k
n

j

e

u

    
 

 
+

+ +    
− +   

   −
+ +

= . (37) 

Из выражений (8–9), (12–13) получим представления соответственно для 
,( )

1/2,

y n

i jJ + , 

,( )

,

x n

i jJ , ,( )

,

y n

i jJ , 
,( )

, 1/2

x n

i jJ + : 

𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛼+2𝛼𝑗+𝛽(−3+2𝑘))(−1 − 9𝑒𝑖𝛽 + 9𝑒2𝑖𝛽 + 1𝑒3𝑖𝛽)

4ℎ𝑦(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

=
𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛼(−3+2𝑗)+2𝛽𝑘)(−3 − 27𝑒𝑖𝛼 + 27𝑒2𝑖𝛼 + 3𝑒3𝑖𝛼) 𝑐𝑜𝑠 (

𝛽
2
)

4ℎ𝑥(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

= −
3𝑖𝜆𝑛𝑒𝑖𝛼𝑗 𝑐𝑜𝑠 (

𝛼
2) 𝑐𝑜𝑠

(
𝛽
2
) (−4 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 (𝑐𝑜𝑠( 𝛽𝑘) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑘))

ℎ𝑦(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

=
117𝑖𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛽+2𝛼𝑗+2𝛽𝑘)

16ℎ𝑥(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
(𝑠𝑖𝑛

𝛼

2
+
1

9
𝑠𝑖𝑛

3𝛼

2
−
1

26
𝑠𝑖𝑛

𝛼 − 4𝛽

2
+ 

 +
6

13
𝑠𝑖𝑛

𝛼 − 2𝛽

2
−

1

234
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
− 2𝛽) +

2

39
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
− 𝛽) +

6

13
𝑠𝑖𝑛 (

𝛼

2
+ 𝛽) + 

+
2

39
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
+ 𝛽) −

1

234
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
+ 2𝛽) −

1

26
𝑠𝑖𝑛

𝛼 + 4𝛽

2
); 

(38) 

Из (14) получим представления в виде гармоник для аппроксимаций значений 

функции ( , , )u x y t  в полуцелых узлах: 

 

( )( 1 2 ) 2
22

( 1 ) (1 ) (2 )

( 2

( )

0.5,

( )

2
2

, 0.5

( )

0.5, 0.5

9 27 9
cos

8 4 8 2
,

(2 cos )(2 cos )

9 81 81 9
cos cos

16 16 16 16 2 2
,

(2 cos )(2 cos )

i
j k

i i n

i j i k

n

j k

n

i k i k i k n

i
j

j k

n

j k

e e e

e e e e e

e

u

u

u

 
 

    

  




 

 


 

+

+

+ +

− + +

− + + +

+ + +

 
+ + 

 

+ +

 
− + + − 
 

=

=

=

+ +

)
2351 135 9 9

cos cos cos cos2
64 64 8 32 2

;
(2 cos )(2 cos )

k
n

 
   

 

 
+ + + 

 

+ +

 

 

 

 

 

 

 

(39) 
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Также из (14) получим представления для аппроксимаций частных производных 

функции ( , , )u x y t  в полуцелых узлах: 

 

,( )

0.5,

,( )

, 0.5

( 2 2 )
2

(
2

3 5 3
(sin 3sin

32 (2 cos )(2 cos ) 2 2

3 5
28sin 28sin 128sin 2sin 2sin

2 2 2 2 2

3 5
3sin sin ),

2 2

243

i
j k

n

y

i

y n

j k

x n

j k

ie

h

i

J

J
e

  



  
 

 

    
 

 
 

+ +

+

+

+

   
− − − − +   

+ +    

   
+ − − + − − − +   

   

   
+ + − +   



=

  

=

2 2 )

1 3 1 4
(sin sin sin

32 (2 cos )(2 cos ) 2 9 2 18 2

4 2 1 3 4 3 4
sin sin 2 sin sin
9 2 162 2 81 2 9 2

4 3 1 3 1 4
sin sin 2 sin ).

81 2 162 2 18 2

j k
n

xh

 

    

 

    
  

   
 

+

−
+ − +

+ +

−      
+ − − + − + + +     

     

+   
+ + − + −   

   

 

 

 

 

 

 

 

(40) 

В соответствии со спектральным признаком Неймана, необходимое условие устой-

чивости разностной схемы (4) по начальным данным выполнено, если 1  . Таким об-

разом, применив метод замороженных коэффициентов для функций ( )D u   и ( , , )K x y t , 

получим условие ограничения величины шага разностной схемы (4) по времени для 

( ) 0D u  , ( , , ) 0K x y t  : 

 

2 2
( , , )

2,
1 2

2 2 2

1

2 2 2

( , )

2

,

max ( ( , , )),

0 min ,
min( , ) ( , )

(5 cos ) sin (5 cos )cos (7 cos )sin
2 2

( ( , , )).( ) 0.5

2
( , ) , ( , )

2 cos

u

u

x y t Gx y

x y x y
x y t G

q q

D D u x y t
h h

K K u x y tD h h

q

Kh h

q

 


   

  
  

   






    
+  + −   

  

=  
 =   

=+ −   

=



=
+

;
2(2 cos )(2 cos ) 


 



+ +

 
(41) 

На основе (41) выпишем консервативное условие устойчивости разностной схемы 

по начальным данным:  
2 2

2 2 2 2 ( , , )( , , )
0 , max ( ( , , )), min ( ( , , )).

4 ( ) 0.5 uu

x y

x y t Gx y t G
x x x y

h h
D D u x y t K K u x y t

D h h Kh h



 = = =

+ −
 

(42) 

4. Вычислительный эксперимент: сравнение численного и точного 

аналитического решения 

С целью экспериментального подтверждения теоретически найденного значения 

порядка аппроксимации, которое обеспечивает представленный численный метод, для 

аналитически заданных функций ( , , ), ( ), ( , , ), ( )u x y t D u K x y t t  была проведена оценка 

порядка аппроксимации по правилу Рунге. Рассмотрим двухточечную и трехточечную 

оценки по правилу Рунге. 
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 Определим аналитические функции в модельной задаче для тестирования: 

1

0

1 2

( , , ) ( )
2

sin cos( ), 1 , ,

( , , )
( ( , , ))

( , , ) ( ) ;
( , , )

2
sin cos( ),

L

c

n
L n

L

L

L n

u x y t D u ku k const

u x y t
D u x y t

xK x y

y
T A t k x

y

t t
u x y

y
C C x

y t
k







 
= +  +  

 

 
=  +  

= + =



=
 

−


 (43) 

Вспомогательная функция для обеспечения тождественного равенства: 

 
1 11 1

( , , ) ( ( ( ) ) ( ( ) ) )

j ji i

i j i j

y yx x

x y x y

u u u
f t x y dxdy D u D u Ku dxdy

t x x y y

+ ++ +     
= − − −

        . 
(44) 

В рамках двухточечной схемы Рунге для оценки порядка аппроксимации будем 

вычислять отношения ошибок 
( )1 2

1 2

2

ln [ ] [ ]

ln( )

/

/

u uErr Er h

h

r
p

h

h
=  между численными и аналити-

ческими решениями на сетках с / 2N  и N  узлами ( 1 2/ 2h h = ). С целью вычисления 

ошибок применим норму 2L : 

( )
2

2
. . . .

, ,

0 0

[ ] .
yx
NN

числ аналит числ аналит

u L i j i j x y

i j

Err h u u u u h h
= =

= − = −‖ ‖  (45) 

В рамках трехточечной схемы Рунге для оценки порядка аппроксимации будем 

вычислять отношения ошибок 23

[ / 2]

[ / 2 / 4
log

]

u

u

Err h h
p

Err h h

 −
=  

− 
 на сетках с / 4N , / 2N  и N  

узлами. С целью вычисления ошибок для численных .

,

числ

i ju  при уменьшении шага в два 

раза применим норму 2L  , нормирующую индексы для грубой и уточненной сетки, где

,x yN N соответствуют грубой сетке: 

 

( )
2

2

/2 /2

0 0

[ / 2] ( , ) (2 ,2 )
yx
NN

u h h L h h x y

i j

Err h h u u u i j u i j h h
= =

− = − = −‖ ‖ . (46) 

Полученные параметры 2p  и  3p , соответствующие двухточечной и трехточечной схе-

мам Рунге для оценки порядка аппроксимации метода, представлены в табл. 1. 

Таблица 1. Результаты оценки порядка аппроксимации по правилу Рунге 

xN   xN  h  5xh h=  4yh h=  ( )Err u  2p   3p     

8 10 2,50E-02 1,25E-01 1,00E-01 3,79E+00 NaN NaN 7,63E-10 

16 20 1,25E-02 6,25E-02 5,00E-02 1,16E-01 5,0353 NaN 7,63E-10 

32 40 6,25E-03 3,13E-02 2,50E-02 7,33E-03 3,9798 5,0059 7,63E-10 

64 80 3,13E-03 1,56E-02 1,25E-02 4,10E-04 4,1603 3,94 7,63E-10 

128 160 1,56E-03 7,81E-03 6,25E-03 2,32E-05 4,1442 4,1414 7,63E-10 

256 320 7,81E-04 3,91E-03 3,13E-03 1,49E-06 3,9638 4,1376 7,63E-10 
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Как видно из результатов серии экспериментов, оценки порядка сходимости, полу-

ченные по двухточечной (параметр 2p ) и трехточечной (параметр 3p ) схемам Рунге, ста-

билизируются в окрестности значения 4, что свидетельствует о четвертом порядке ап-

проксимации представленного численного метода. 

5. Заключение 

В статье представлена разностная схема численного интегрирования смешанной 

начально-краевой задачи для двумерного уравнения диффузии в квазилинейной поста-

новке. Рассмотренный численный метод является обобщением представленного ранее [25] 

численного метода для одномерного параболического дифференциального уравнения. 

Разностная схема обеспечивает четвертый порядок пространственной аппроксимации, что 

подтверждается как теоретическими расчетами, так и результатами, полученными в рам-

ках проведения серии вычислительных экспериментов. По переменной x операторы раз-

ностной схемы строятся на шаблоне, контрольный объем которого равен 2 xh . Также 

найдено условие устойчивости в случае применения явной схемы для шага по времени. 

Предлагаемая методика построения разностной схемы позволяет применить аналогичный 

подход в случае трехмерной задачи с сохранением четвертого порядка пространственной 

аппроксимации. 
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