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Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача для системы уравнений электроди-

намики в квазистационарном приближении применительно к немагнитному проводя-

щему телу, находящемуся под слоем диэлектрика. Предполагается, что проводник и 

диэлектрик могут быть неоднородными по своим, соответственно, проводящим и ди-

электрическим свойствам. Электромагнитное поле создается сторонним током, проте-

кающим в ограниченной области, располагающейся в среде, внешней по отношению 

к проводнику и диэлектрическому слою; внешняя среда не обладает никакими элек-

трическими и магнитными свойствами. На границах раздела сред предполагаются вы-

полненными обычные условия сопряжения: тангенциальные компоненты напряжен-

ностей должны быть непрерывны; кроме того, на границах непроводящих сред 

должна быть непрерывна нормальная компонента электрической индукции. 

Начально-краевая задача рассмотрена в классической постановке: напряженности 

электрического и магнитного поля предполагаются гладкими функциями, удовлетво-

ряющими уравнениям и граничным условиям в обычном (не обобщенном) смысле. 

При выполнении определенных условий, касающихся связности областей, занятых 

проводником, диэлектриком и сторонним током, а также гладкости границ этих обла-

стей, доказана единственность решения поставленной начально-краевой задачи. 

Также выполнен вывод системы интегро-дифференциальных уравнений, равносиль-

ной исследуемой начально-краевой задаче; ядра интегральных операторов этой си-

стемы имеют слабую особенность. Полученные результаты актуальны для задач вих-

ретоковой дефектоскопии и толщинометрии. 
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Для цитирования: Марвин С. В. Система интегро-дифференциальных уравнений электродина-

мики для квазистационарного электромагнитного поля в немагнитном проводящем теле под ди-

электрическим слоем // Вестник Пермского университета. Математика. Механика. Информатика. 

2025. № 3(70). С. 15–30. DOI: 10.17072/1993-0550-2025-3-15-30. https://elibrary.ru/dtmrpk. 

 

 © 2025 Марвин С. В. Лицензировано по CC BY 4.0. Чтобы ознакомиться с условиями 

этой лицензии, перейдите по ссылке https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/  

 



С. В. Марвин 

16 

Статья поступила в редакцию 07.07.2025; одобрена после рецензирования 08.09.2025; принята 

к публикации 26.09.2025. 

Research article 

An Integro-Differential Equations System for a Quasi-Stationary 

Electromagnetic Field in a Nonmagnetic Conductive Body  

Under a Dielectric Layer 

Sergey S. Marvin 

Ural Federal University named after the first President of Russia B.N. Yeltsin, Yekaterinburg, Russia 

s.v.marvin@yandex.ru 

Abstract. An initial-boundary value problem for a system of the equations of electrodynam-

ics in a quasi-stationary approximation is considered for the case of a nonmagnetic conductive 

body, which is covered with a dielectric layer. It is assumed, that the conductor and the die-

lectric can be inhomogeneous in their conductive and dielectric properties, respectively. An 

electromagnetic field is induced by an external current, flowing in a limited area, located in 

a media, which external to the conductor and the dielectric layer; the external media has not 

any electrical and magnetic properties. At the boundaries of media, the usual conditions of 

conjugation must be satisfied: the tangential components of the tensions must be continuous; 

in addition, the normal component of the electrical induction must be continuous at the bound-

aries between non-conductive media. The initial-boundary value problem is considered in the 

classical formulation: the tensions of the electric and magnetic fields mast be smooth func-

tions, that satisfy equations and boundary conditions in the usual (not generalized) sense. 

Under certain assumption about the connectivity of the region with conductor, dielectric and 

foreign current, as well as the smoothness of the boundaries of these regions, the uniqueness 

of solution for the considered initial-boundary value problem is proved. Also a system of 

integro-differential equations, which equivalent to the considered initial-boundary value 

problem, is derived; kernels of integral operators in this system have a weak singularity. The 

results are interest for the problems of eddy current flaw detection and thickness measure-

ment. 
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Введение 

Начально-краевые задачи электродинамики применительно к проводящим телам, а 

также к различным пространственным комбинациям проводников и изоляторов, имеют 

существенное прикладное значение для описания нестационарных процессов в радио-

технике, электротехнике и неразрушающем контроле. Уравнения электродинамики в ин-

тегро-дифференциальной форме более удобны, чем обычные, дифференциальные урав-

нения Максвелла. На интегро-дифференциальные уравнения распространяются теоремы 

общего характера о существовании и единственности решения, а также о сходимости 
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различных численных методов, доказанные для широкого класса интегральных уравне-

ний. В интегро-дифференциальных уравнениях условия сопряжения на границе раздела 

сред оказываются учтенными автоматически; поэтому при решении интегро-дифферен-

циальных уравнений исчезает необходимость отдельного согласования решений в двух 

пространственных областях с общей границей. Кроме того, если интегро-дифференци-

альные уравнения составлены для какого-либо ограниченного рассеивающего тела, рас-

полагающегося в неограниченной однородной среде, то достаточно решить интегро-диф-

ференциальные уравнения для области, занятой рассеивающим телом, и для ее границы: 

поле снаружи рассеивающего тела вычисляется непосредственным интегрированием по 

объему тела и его поверхности. Эти обстоятельства указывают на актуальность вывода и 

исследования интегро-дифференциальных уравнений электродинамики для различных 

комбинаций проводников и диэлектриков. 

Ранее были получены и исследованы интегро-дифференциальные уравнения элек-

тродинамики для нестационарного электромагнитного поля в неферромагнитном про-

воднике [1–4]. Однако вывод этих уравнений не предполагал квазистационарность, ти-

пичную для вихретоковых методов неразрушающего контроля. Кроме того, были полу-

чены и в различных аспектах исследованы интегро-дифференциальные уравнения для 

квазистационарного электромагнитного поля в однородном проводнике [5], в бездефект-

ном проводнике [6], в тонких проводящих оболочках [7–10], а также в объемном провод-

нике, содержащем дефект в виде полости [11]. Однако для вихретоковой толщинометрии 

не меньший интерес представляет собой случай неферромагнитного проводника, нахо-

дящегося под диэлектрическим слоем – в представленной работе получена соответству-

ющая система интегро-дифференциальных уравнений. 

1. Постановка начально-краевой задачи 

Предположим, что проводящее тело вместе с покрывающим его диэлектрическим 

слоем занимает ограниченную область Ω1 в трехмерном пространстве ℝ3; само по себе 

проводящее тело, без диэлектрика, занимает ограниченную область Ω; Ω̅ ⊂ Ω1 (здесь и 

далее черта сверху над обозначением множества означает замыкание этого множества; 

границу точечного множества будем обозначать символом 𝜕 перед обозначением множе-

ства). Ненулевой сторонний ток занимает область 𝑇; 𝑇̅ ∩ Ω̅1 = ∅. ∂Ω, ∂Ω1 и ∂𝑇 представ-

ляют собой поверхности Ляпунова; ∂Ω  и ∂Ω1  гомеоморфны сфере, ∂𝑇  гомеоморфна 

тору. Область ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅1) коротко обозначим, как Ω0 (рис. 1). 

 
Рис. 1. Взаимное расположение проводника с диэлектрическим слоем и  

области стороннего тока 
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Также будем предполагать, что удельная электропроводность 𝛾 проводника и отно-

сительная диэлектрическая проницаемость 𝜀 диэлектрического слоя не зависят от вре-

мени 𝑡, но могут зависеть от пространственных координат 𝒓 = (𝑥𝟏, 𝑥𝟐, 𝑥𝟑). Функция 𝛾(𝒓) 

непрерывно дифференцируема в Ω и вместе со своими частными производными допус-

кает непрерывное продолжение на ∂Ω . Функция 𝜀(𝒓)  непрерывно дифференцируема в 

Ω1\Ω̅ и вместе со своими частными производными допускает непрерывное продолжение 

на ∂Ω и ∂Ω1. Кроме того, inf𝛾(𝒓) > 𝟎 на Ω и inf𝜀(𝒓) > 𝟏 на Ω1\Ω̅ (то есть, с учетом всех 

возможных продолжений 𝛾(𝒓) и 𝜀(𝒓) на границы областей, проводник нигде не теряет 

своих проводящих свойств, а диэлектрик – своих поляризационных свойств). Будем счи-

тать, что среда, внешняя по отношению к проводнику с диэлектрическим слоем, не об-

ладает проводящими и поляризационными свойствами: 𝛾(𝒓) ≡ 0 и 𝜀(𝒓) ≡ 1 (см. рис 1). 

Кроме того, тела и среды, фигурирующие в задаче, не обладают магнитными свойствами 

(то есть, относительная магнитная проницаемость равна 1 во всем пространстве). 

Будем предполагать, что плотность стороннего тока  𝑱(𝒓, 𝑡)  является векторной 

функцией, при любом 𝑡 ∈ [0, +∞)  непрерывно дифференцируемой в 𝑇̅  по простран-

ственным координатам. Также предположим, что при 𝑡 ∈ [0, +∞) функция 𝑱(𝒓, 𝑡) диффе-

ренцируема по времени относительно равномерной нормы в 𝑇̅:  

 lim
Δ𝑡→0

‖
𝑱(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑱(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑱̇(𝒓, 𝑡)‖

∞
= lim

Δ𝑡→0
( max

𝒓∈𝑇̅
|

𝑱(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑱(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑱̇(𝒓, 𝑡)|) = 0, 

где точка над функцией обозначает производную по времени. Заметим, что такой харак-

тер дифференцируемости имеет место, если, например,  𝑱(𝒓, 𝑡) непрерывно дифференци-

руема по совокупности переменных (𝒓, 𝑡) при 𝒓 ∈ 𝑇̅ и 𝑡 ∈ [0, +∞). 

Кроме того, div𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 0 в 𝑇 и 𝐽𝑛 = 0 на ∂𝑇 (𝒏 – единичный вектор внешней нор-

мали к ∂𝑇; вектором, фигурирующим в индексе, обозначается проекция на его направле-

ние). В точках, внешних по отношению к 𝑇, 𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 (𝟎 – обозначение нулевого век-

тора). 

Неизвестными в рассматриваемой начально-краевой задаче являются напряженно-

сти электрического и магнитного поля: 𝑬(𝒓, 𝑡) и 𝑯(𝒓, 𝑡), соответственно. 𝑬(𝒓, 𝑡) и 𝑯(𝒓, 𝑡) 

удовлетворяют системе уравнений Максвелла в квазистационарном приближении. Опре-

делим функциональные классы для постановки задачи. 

Так как во всем пространстве ℝ3 отсутствуют какие-либо магнетики, силовые ли-

нии магнитного поля не испытывают никаких преломлений [12]. То есть, 𝑯 как функция 

пространственных координат непрерывна во всем ℝ3 – это обстоятельство, по существу, 

является граничным условием для 𝑯 на всех поверхностях раздела в рассматриваемой 

начально-краевой задаче. Производные 𝑯 по пространственным координатам могут тер-

петь разрывы только на границе токовых областей [6]. Помимо стороннего тока в области 

𝑇, ток проводимости (вихревой ток) также индуцируется в области Ω − его плотность 

равна 𝛾(𝒓)𝑬(𝒓, 𝑡). Следовательно, в постановке задачи будем предполагать, что 𝑯 явля-

ется непрерывно дифференцируемой векторной функцией пространственных координат 

в Ω, ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅) и 𝑇. В перечисленных областях [12]: 

 {
div𝑯 = 0

rot𝑯 = 𝛾(𝒓)𝑬 + 𝑱(𝒓, 𝑡)
, (1.1) 

где учтено, что 𝛾(𝒓) ≡ 0  в точках, внешних по отношению к Ω , а 𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎  в точках, 

внешних по отношению к 𝑇. Также в системе уравнений (1.1) учтено, что в предположе-

ниях квазистационарного приближения магнитное поле может создаваться исключи-

тельно токами проводимости: токи смещения пренебрежимо малы [12].  

Напряженность электрического поля 𝑬, создаваемого переменным током в области 
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𝑇, при отсутствии рассеивающих тел в пространстве выражается по известным форму-

лам через объемный векторный потенциал от 𝑱(𝒓, 𝑡)  – это напряженность первичного 

электрического поля [6]; она представляет собой непрерывно дифференцируемую в ℝ3 

векторную функцию пространственных координат. Появление проводящего тела с ди-

электрическим слоем в Ω1 равносильно наличию объемных вторичных источников поля 

в Ω и Ω1\Ω̅, а также поверхностных вторичных источников на ∂Ω и ∂Ω1 – последние мо-

гут привести к нарушению непрерывности 𝑬 [6]. То есть, только на  ∂Ω и ∂Ω1 следует 

допускать появление разрывов у 𝑬 (разрывов, которые не распространяются с течением 

времени на другие точки пространства, так как в квазистационарном приближении от-

сутствует явление распространения электромагнитного поля, отсутствуют электромаг-

нитные волны). Таким образом, 𝑬  как функция пространственных координат должна 

быть непрерывно дифференцируемой в Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1, а также непрерывно продол-

жаемой на ∂Ω и ∂Ω1 изнутри и снаружи; но для каждой из указанных поверхностей ре-

зультаты непрерывных продолжений изнутри и снаружи могут оказаться разными. 

В областях Ω1\Ω̅  и ℝ3\Ω̅1  напряженность электрического поля 𝑬  удовлетворяет 

следующей системе уравнений [12]: 

 {
div(ε(𝒓)𝑬) = 0

rot𝑬 = −μ0𝑯̇
, (1.2) 

где учтено, что 𝜀(𝒓) ≡ 1 в точках, внешних по отношению к Ω1; 𝜇0 – магнитная постоян-

ная. 

Для проводящей области Ω  в уравнении с дивергенцией нет необходимости: оно 

непосредственно вытекает из уравнения для ротора 𝑯 в (1.1). Поэтому из всех уравнений 

для 𝑬 применительно к области Ω остается только то уравнение, которое содержит ротор 

𝑬 [5]: 

 rot𝑬 = −μ0𝑯̇. (1.3) 

На ∂Ω1, как на границе двух непроводящих сред, должны быть выполнены следу-

ющие условия сопряжения [12]: 

 {
𝜀int𝐸𝜈1,int = 𝐸𝜈1,ext

[𝑬int × 𝝂𝟏] = [𝑬ext × 𝝂𝟏]
, (1.4) 

где "int" и "ext" − обозначение, соответственно, пределов изнутри и снаружи; 𝝂1 – еди-

ничный вектор внешней нормали к ∂Ω1. Первое условие в (1.4) означает непрерывность 

нормальных компонент индукции электрического поля, второе – непрерывность каса-

тельных компонент напряженности электрического поля при пересечении ∂Ω1. 

На ∂Ω1, как на границе проводника и диэлектрика, должно быть выполнено только 

условие непрерывности касательной составляющей напряженности [5]: 

 [𝑬int × 𝝂] = [𝑬ext × 𝝂], (1.5) 

где 𝝂 – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω. 

Кроме того, поверхность раздела проводника и диэлектрика предполагается элек-

тронейтральной, что приводит к следующему интегральному равенству для 𝑬 [5, 12]: 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)𝐸𝜈,ext(𝒓, 𝑡)
𝜕Ω

𝑑𝑆 = 0, (1.6) 

где 𝑑𝑆 – элемент площади. 

На бесконечности 𝑬 и 𝑯 должны иметь следующую асимптотику [11, 12]: 
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 {
𝐸 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞  

𝐻 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞  
. (1.7)  

Наибольший интерес для практики представляет распределение в пространстве и 

динамика 𝑬, а не 𝑯: электрическое поле внутри проводника определяет глубину проник-

новения вихревых токов; поле снаружи проводника определяет ток, создаваемый на из-

мерительном витке. Поэтому из начально-краевой задачи электродинамики принято раз-

личными способами 𝑯 исключать, и сводить задачу к нахождению 𝑬 [13]. Это приводит 

к дифференцированию 𝑬 по времени, но только в объеме проводника (то есть, в области 

Ω). Поэтому, несмотря на то обстоятельство, что в изначальной системе уравнений для 

квазистационарного приближения фигурирует 𝑯̇, в постановке задачи потребуем диффе-

ренцируемость по времени только от 𝑬, причем только в Ω, и начальные условия поста-

вим только для 𝑬 в Ω: ниже будет показано, что это гарантирует и дифференцируемость 

𝑯 по времени, и единственность решения рассматриваемой начально-краевой задачи. 

Будем предполагать, что при 𝑡 ∈ [0, +∞) 𝑬 должна быть непрерывно дифференци-

руема по времени относительно равномерной нормы в Ω̅: 

lim
Δ𝑡→0

‖
𝑬(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑬(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑬̇(𝒓, 𝑡)‖

∞
= lim

Δ𝑡→0
( sup

𝒓∈Ω
|

𝑬(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑬(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑬̇(𝒓, 𝑡)|) = 0, 

где использовано обозначение точной верхней грани, а не максимума, потому что на ∂Ω 

напряженность 𝑬, строго говоря, не определена: она допускает непрерывное продолже-

ние на ∂Ω изнутри области, но также допускает продолжение и снаружи – ни одно из этих 

продолжений не является определяющим для 𝑬 на ∂Ω. 

Кроме того, как было отмечено выше, в Ω должны быть заданы начальные условия 

для 𝑬: 

 𝑬(𝒓, 0) = 𝑬𝟎(𝒓). (1.8) 

Из второго уравнения (1.1) получается, как следствие, условие соленоидальности 

плотности вихревого тока в Ω: 

 div(γ(𝒓)𝑬) = 0. (1.9) 

Также из второго уравнения (1.1) и условия непрерывности 𝑯 вытекает следующее 

условие для 𝑬 на ∂Ω [5]: 

 𝐸ν,int = 0. (1.10) 

Очевидно, начальные условия (1.8) должны удовлетворять (1.9) и (1.10), чтобы по-

становка задачи не была внутренне противоречивой. 

2. Единственность решения начально-краевой задачи 

Докажем, что начально-краевая задача (1.1)–(1.8) в выбранном функциональном 

классе имеет не более одного решения. Заметим, что при условии непрерывности нор-

мальных компонент 𝛾𝑬  и 𝑱   на ∂Ω  и ∂𝑇 , напряженность 𝑯 , непрерывная во всем про-

странстве, а также непрерывно дифференцируемая в Ω , ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅)  и 𝑇 , определяется 

системой уравнений (1.1) и предельным условием (1.7) однозначно, через ротор от объ-

емного векторного потенциала [14]: 

 𝑯(𝒓, 𝑡) = rot (∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

), (2.1) 

где 𝐺(𝑅) = 1 (4𝜋𝑅)⁄ , 𝑑𝑉 − элемент объема. 
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   Примем следующие обозначения: 𝑪 − пространство векторных функций, непре-

рывных на множестве, указанном в скобках после 𝑪; 𝑳2 – пространство векторных полей, 

квадратично суммируемых на множестве, указанном в скобках после 𝑳2. 

Лемма 1. Для любой ограниченной области Θ напряженность магнитного поля 𝑯, 

определяемая равенством (2.1), при 𝑡 ∈ [0, +∞) дифференцируема по времени относи-

тельно равномерной нормы в Θ̅. Кроме того, 𝑯 дифференцируема относительно средне-

квадратичной нормы в ℝ3. 

Доказательство. Производные по пространственным переменным от первого и от 

второго объемного потенциала в правой части (2.1) представляют собой линейные непре-

рывные операторы, действующие, соответственно, из 𝑪(Ω̅) в 𝑪(Θ̅) и из 𝑪(𝑇̅) в 𝑪(Θ̅) [15]. 

Тогда таким же свойством непрерывности обладает ротор от суммы этих объемных по-

тенциалов. Следовательно, дифференцируемость 𝑬  и 𝑱  по 𝑡  относительно равномерной 

нормы в Ω̅ и 𝑇̅ влечет за собой дифференцируемость 𝑯 по 𝑡 относительно равномерной 

нормы в Θ̅ (а также перестановочность ротора от интегралов в (2.1) с дифференцирова-

нием по времени). 

Кроме того, производные по пространственным переменным от объемных потен-

циалов в (2.1) представляют собой линейные непрерывные операторы, действующие из 

𝑪(Ω̅)  в 𝑳2(ℝ3)  и из 𝑪(𝑇̅)  в 𝑳2(ℝ3)  [15]. Из этого следует, что 𝑯  дифференцируема по 𝑡 

относительно среднеквадратичной нормы в ℝ3. Лемма доказана. 

Лемма 2. Любое решение (𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑯(𝒓, 𝑡)) начально-краевой задачи (1.1)–(1.8) удо-

влетворяет следующему равенству: 

 
𝜇0

2
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

= − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

− ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
𝑇

. (2.2) 

Доказательство. Из уравнений с роторами в (1.1)–(1.3) следует, что для любого ре-

шения рассматриваемой начально-краевой задачи справедливо следующее равенство: 

𝜇0𝑯(𝒓, 𝑡)𝑯̇(𝒓, 𝑡) = 𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡)  −  𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)  − 

 −𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡). (2.3) 

Проинтегрируем полученное равенство по ℝ3. Прежде чем проинтегрировать ле-

вую часть (2.3), заметим, что интеграл по ℝ3 от произведения функций определяет ска-

лярное произведение в 𝑳2(ℝ3), а 𝑯, в силу леммы 1, дифференцируемо по времени отно-

сительно нормы в 𝑳2(ℝ3). Тогда, в силу свойств скалярного произведения, 

 𝜇0 ∫ 𝑯(𝒓, 𝑡)𝑯̇(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3 = 𝜇0〈𝑯(𝑡), 𝑯̇(𝑡)〉 =

𝜇0

𝟐
(〈𝑯(𝑡), 𝑯̇(𝑡)〉 + 〈𝑯̇(𝑡), 𝑯(𝑡)〉) = 

 =
𝜇0

𝟐
〈𝑯(𝑡), 𝑯(𝑡)〉̇ =

𝜇0

𝟐
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

, 

где треугольными скобками обозначено скалярное произведение в 𝑳2(ℝ3). 

Интегралы от третьего и четвертого слагаемого в правой части (2.3): 

 − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3  −  ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3  =  ∫ 𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

− ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
𝑇

, 

где учтено, в каких областях 𝛾 и 𝑱 могут быть ненулевыми. 

Интеграл от первого и второго слагаемого в (2.3) сначала возьмем по шару 𝑂𝑅  с 

центром в начале координат и с радиусом 𝑅 достаточно большим, чтобы Ω̅ и 𝑇̅ включа-

лись в 𝑂𝑅. Применим теорему Остроградского–Гаусса к областям Ω, 𝑇, Ω1\Ω̅ и 𝑂𝑅\(𝑇̅ ∪
Ω̅1): 

∫ (𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡))𝑑𝑉
𝑂𝑅

= ∫ div[𝑯(𝒓, 𝑡) × 𝑬(𝒓, 𝑡)]𝑑𝑉
𝑂𝑅

= 
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 = ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝝂(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω

+ ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝝂1(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω1

− 

 − ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝝂(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω

+ ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝒏(𝒓)𝑑𝑆
∂𝑇

+ 

 + ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝒆𝒓𝑑𝑆
∂𝑂𝑅

− ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝝂1(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω1

− 

 − ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝒏(𝒓)𝑑𝑆
∂𝑇

, 

где 𝒆𝒓 = 𝒓 𝑟⁄    − внешняя нормаль к сфере ∂𝑂𝑅 . Теорема Остроградского–Гаусса была 

применена к нескольким областям. И в знаках перед поверхностными интегралами 

учтено, что каждый из векторов 𝝂, 𝝂1 и 𝒏 для одной из этих областей является внешним, 

и еще для одной − внутренним. В получившемся выражении, в смешанных произведе-

ниях под знаками поверхностных интегралов, по существу, участвуют только касатель-

ные компоненты 𝑬 и 𝑯 (перпендикулярные нормальному вектору к поверхности). В силу 

граничных условий для 𝑬 и 𝑯, эти компоненты непрерывны при пересечении поверхно-

сти. Следовательно, все поверхностные интегралы в полученном выражении, кроме ин-

теграла по ∂𝑂𝑅, взаимно уничтожаются. Поверхностный интеграл по ∂𝑂𝑅, в силу усло-

вия (1.7), стремится к нулю при 𝑅 → +∞.  

Таким образом, 

 ∫ (𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡))𝑑𝑉
ℝ3 = 𝟎, 

из чего следует (2.2). Лемма доказана. 

Теорема 1. Начально-краевая задача (1.1) – (1.8) имеет не более одного решения. 

Доказательство. Для доказательства единственности решения рассматриваемой 

начально-краевой задачи необходимо и достаточно показать, что соответствующая одно-

родная задача имеет только нулевое решение. В случае однородной начально-краевой за-

дачи 𝑬𝟎(𝒓) ≡ 𝟎  в Ω  и для любого 𝑡 ∈ [0, +∞)  𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎  в 𝑇 . Тогда, в силу (2.1), 

𝑯(𝒓, 0) ≡ 𝟎 в ℝ3; а в силу (2.2), 

 
𝜇0

2
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

= − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

. (2.4) 

С учетом знака 𝛾, из полученного равенства следует, что ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3  – невозрас-

тающая функция времени. При этом, ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 0)𝑑𝑉
ℝ3 = 0. Следовательно, при любом 𝑡 ∈

[0, +∞) ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3 = 0 и 𝑯(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в ℝ3.Отсюда, в силу (2.4), в свою очередь сле-

дует, что при любом 𝑡 ∈ [0, +∞) ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

= 0 и 𝑬(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в Ω. Осталось до-

казать, что 𝑬(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в областях Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1. 

В силу (1.2), в указанных областях rot𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝟎. Далее в доказательстве теоремы 

мы не будем указывать зависимость 𝑬 от 𝑡: дифференцирования или интегрирования по 

времени не будет; при этом, все рассуждения и выводы будут применимы к любому кон-

кретному 𝑡 ∈ [0, +∞). Таким образом, 𝑬(𝒓) можно представить, как −grad𝜑(𝒓) [14], где 

потенциал 𝜑(𝒓) дважды непрерывно дифференцируем в Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 и, вместе с про-

изводными первого порядка, допускает непрерывное продолжение на ∂Ω  снаружи, а 

также на ∂Ω1 изнутри и снаружи. 

Потенциал 𝜑 в каждой из указанных областей определен с точностью до постоян-

ного слагаемого. С учетом (1.7), первые производные 𝜑 на бесконечности имеют асимп-

тотику 𝑂(1 𝑟2⁄ ); тогда постоянное слагаемое в ℝ3\Ω̅1 можно выбрать так, чтобы сам по-

тенциал 𝜑 на бесконечности имел асимптотику 𝑂(1 𝑟⁄ ) – будем считать, что такой выбор 

постоянного слагаемого выполнен: 
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 𝜑 = 𝑂(1 𝑟⁄ ), 𝑟 → +∞, (2.5) 

 grad𝜑 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞. (2.6) 

Кроме того, в силу (1.4), касательная компонента grad𝜑 непрерывно меняется при 

пересечении ∂Ω1 . Следовательно, предельные значения потенциала на ∂Ω1  изнутри и 

снаружи (то есть, 𝜑int и 𝜑ext) могут отличаться только на постоянную величину − будем 

считать, что выбор постоянного слагаемого для 𝜑  в Ω1\Ω̅  таков, что 𝜑int  и 𝜑ext  друг 

другу равны: 

 𝜑int = 𝜑ext. (2.7) 

Применим к векторному полю 𝜀𝜑grad𝜑 в области 𝑂𝑅\Ω̅ теорему Остроградского–

Гаусса: 

 ∫ div(𝜀(𝒓)𝜑(𝒓)grad𝜑(𝒓))𝑑𝑉
𝑂𝑅\Ω̅

= ∮ 𝜀int(𝒓)𝜑int(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
+ 

 − ∮ 𝜀ext(𝒓)𝜑ext(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
+ ∮ 𝜑(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝑟
𝑑𝑆

∂𝑂𝑅
 −  ∮ 𝜑ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
, (2.8) 

где учтено, что в точках, внешних по отношению к Ω1, 𝜀(𝒓) ≡ 1. Интегралы по ∂Ω1 в по-

лученном выражении взаимно уничтожаются вследствие (1.4) и (2.7): 

 ∮ 𝜀int(𝒓)𝜑int(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
− ∮ 𝜑ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
=  

 = ∮ 𝜑int(𝒓)(𝜀int𝐸𝜈1,int − 𝐸𝜈1,𝑒𝑥t)𝑑𝑆
∂Ω1

= 0. 

В силу (1.5), касательная компонента 𝑬 непрерывно меняется при пересечении ∂Ω. 

Однако 𝑬(𝒓) ≡ 𝟎  в области Ω  и 𝑬 = − grad𝜑  в области Ω1\Ω̅ . Следовательно, предель-

ное значение касательной компоненты grad𝜑 на ∂Ω равно нулевому вектору, и 𝜑 прини-

мает на ∂Ω постоянное значение. Тогда, в силу (1.6), 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)𝜑ext(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
= 𝜑ext ∮ 𝜀ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
= 𝜑ext ∮ 𝜀ext(𝒓)𝐸𝜈,ext(𝒓)

𝜕Ω
𝑑𝑆 = 0. 

Таким образом, из всех слагаемых в правой части (2.8) остается только интеграл по 

∂𝑂𝑅. С другой стороны, в силу (1.2), 

 div(𝜀(𝒓)𝜑(𝒓)grad𝜑(𝒓)) = 𝜑(𝒓)div(𝜀(𝒓)grad𝜑(𝒓)) + 𝜀(𝒓)(grad𝜑(𝒓))
2

= 

 = − 𝜑(𝒓)div(𝜀(𝒓)𝑬(𝒓)) + 𝜀(𝒓)(grad𝜑(𝒓))
2

= 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓). 

Следовательно, равенство (2.8) можно представить в следующем виде: 

 ∫ 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓)𝑑𝑉
𝑂𝑅\Ω̅

= ∮ 𝜑(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝑟
𝑑𝑆

∂𝑂𝑅
. 

Вследствие (2.5) и (2.6), поверхностный интеграл, получившийся в правой части 

данного равенства, стремится к нулю при 𝑅 → +∞ . Тогда ∫ 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓)𝑑𝑉
ℝ3\Ω̅

= 0 , и 

𝑬(𝒓) ≡ 𝟎 в областях Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1. Теорема доказана. 

3. Вывод системы интегро-дифференциальных уравнений 

Уравнения с роторами в (1.2) и (1.3), а также выражение для 𝑯 (2.1), позволяют ис-

ключить 𝑯 из рассматриваемой начально-краевой задачи. Из (1.2), (1.3) и (2.1) следует, 

что в областях Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 

 rot (𝑬(𝒓, 𝑡) + μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

) = 𝟎. 

Таким образом, в перечисленных областях 𝑬 допускает следующее представление: 
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𝑬(𝒓, 𝑡) = −μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

− μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

 −  

 − grad𝜑(𝒓, 𝑡), (3.1) 

где потенциал 𝜑(𝒓, 𝑡)  как функция пространственных координат дважды непрерывно 

дифференцируем в Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 и, вместе с производными первого порядка, допус-

кает непрерывное продолжение на ∂Ω и ∂Ω1 изнутри и снаружи. 

Заметим, что первое и второе слагаемые в правой части (3.1) соленоидальны; дока-

жем это для первого слагаемого: 

 div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= (div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

)
̇

. (3.2) 

Воспользуемся (1.9) и (1.10): 

div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= ∫ grad𝒓(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|))𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∫ grad𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|))𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

= − ∫ div𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)div(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 

= − ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝐸ν,int(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
𝜕Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)div(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 0, 

что означает равенство нулю производной по времени в (3.2). Доказательство соленои-

дальности второго слагаемого в (3.1) – аналогичное (только следует воспользоваться со-

леноидальностью 𝑱 и равенством нулю 𝐽𝑛 на ∂𝑇). 

Таким образом, в силу (3.1), div𝑬 = −∆𝜑. Тогда из (1.9) следует, что в области Ω 

 ∆𝜑 = grad𝛾(𝒓) ∙ 𝑬(𝒓, 𝑡) 𝛾(𝒓)⁄ . (3.3) 

Из (1.2) следует, что в области Ω1\Ω̅ 

 ∆𝜑 = grad𝜀(𝒓) ∙ 𝑬(𝒓, 𝑡) 𝜀(𝒓)⁄ . (3.4) 

Также из (1.2) следует, что в области ℝ3\Ω̅1 

 ∆𝜑 = 0. (3.5) 

Решение (3.3)–(3.5) следует искать в виде суммы объемных потенциалов от правых 

частей (3.3) и (3.4) в областях Ω и Ω1\Ω̅, а также поверхностных потенциалов простого 

слоя от вторичных источников, распределенных на ∂Ω и ∂Ω1 [6]:  

 𝜑(r,t) = − ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω

− 

− ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω1\Ω̅

+ ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

+ 

 + ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω1

, 

где 𝜎 и 𝜎1 – поверхностные плотности вторичных источников, соответственно, на ∂Ω и 

∂Ω1. 

Тогда, в силу (3.1),  

𝑬(𝒓, 𝑡) = −μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

− μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

+  

 +grad ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω

+ 

 +grad ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω1\Ω̅

− 

 −grad ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

− grad ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω1

. (3.6) 

Объемные потенциалы представляют собой функции пространственных координат, 
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непрерывно дифференцируемые во всем пространстве [15]. Поэтому выполнения усло-

вий для нормальных компонент в (1.4) и (1.10) можно добиться только за счет поверх-

ностных потенциалов простого слоя. Для предельных значений нормальной производной 

потенциала простого слоя на ∂Ω1 выполняются следующие равенства: 

 (
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
)

𝑖𝑛𝑡
𝑒𝑥𝑡

= ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕𝜈1
𝜎1(𝒓, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
±

1

2
𝜎1(𝒓, 𝑡), 

где обозначение нормальной производной за знаком интеграла указывает на ее предель-

ное значение, а под знаком интеграла – на прямое значение. Аналогичные равенства спра-

ведливы для нормальной производной потенциала простого слоя на ∂Ω. 

Тогда из (3.6) и (1.4) следует, что на ∂Ω1 должно выполняться следующее уравне-

ние: 

𝜎1(𝒓, 𝑡) + 𝜆(𝒓) ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕𝜈1
𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
+ 𝜆(𝒓)

𝜕

𝜕𝜈1
∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω
+ 

 +𝜆(𝒓)μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ 𝜆(𝒓)μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

− 

 −𝜆(𝒓)
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω
− 

 −𝜆(𝒓)
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω1\Ω̅
= 0, (3.7) 

где 𝜆 = 2 (𝜀int − 1) (𝜀int + 1)⁄ . 

Кроме того, из (3.6) и (1.10) следует, что на ∂Ω должно выполняться такое уравне-

ние: 

 𝜎(𝒓, 𝑡) + 2 ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕ν
𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω
+ 2

𝜕

𝜕ν
∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
+ 

 +2μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ 2μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

− 

 −2
𝜕

𝜕𝜈
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω
− 

 −2
𝜕

𝜕𝜈
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω1\Ω̅
= 0. (3.8) 

Условие (1.6) равносильно следующему: 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)σ(𝒓, 𝑡)
𝜕Ω

𝑑𝑆 = 0. (3.9) 

Заметим, что без условия (3.9) решение 𝜎  интегрального уравнение (3.8) определя-

лось бы не однозначно, а с точностью до прибавления любого равновесного распределе-

ния вторичных источников на ∂Ω [16]; условие (3.9) эту неоднозначность устраняет. 

Заметим также, что ядра интегро-дифференциальных операторов, используемых в 

(2.1), (3.6)–(3.8), имеют слабую особенность, что распространяет на них действие теорем, 

касающихся полной непрерывности [15]. 

Отдельного обоснования требует то обстоятельство, что для напряженности 𝑬, удо-

влетворяющей уравнениям (3.6)–(3.8), выполняется условие на бесконечности из (1.7) 

(выполнение всех остальных уравнений и условий в (1.1)–(1.7) непосредственно выте-

кает из свойств объемных и поверхностных потенциалов [15], из проведенных рассуж-

дений). Первое и второе слагаемое в правой части (3.6) представляют собой объемные 

потенциалы (эти потенциалы – не под градиентом). В общем случае, для объемного по-

тенциала гарантирована только асимптотика 𝑂(1 𝑟⁄ ) при 𝑟 → +∞. Тем не менее, для лю-

бого решения (3.6)–(3.8) условие на бесконечности (1.7) оказывается выполненным. 

Теорема 2. Если 𝑬(𝒓, 𝑡) удовлетворяет системе уравнений (3.6)–(3.8) в области 𝛺, 

то 
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 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞.   

Доказательство. Если напряженность 𝑬(𝒓, 𝑡)  удовлетворяет системе уравнений 

(3.6)–(3.8), то для нее, как следствие, выполняются условия (1.9) и (1.10): векторная функ-

ция 𝛾𝑬 соленоидальна в Ω; нормальная компонента 𝑬 на ∂Ω равна нулю. Аналогичными 

свойствами обладает 𝑱 в области 𝑇 (для 𝑱 указанные свойства не вытекают из (3.6)–(3.8), 

а изначально наличествуют в постановке задачи). Примем следующее обозначение: 

 𝒖(𝒓, 𝑡) = {

𝛾(𝒓)𝑬̇(𝒓, 𝑡), 𝒓 ∈ Ω 

𝟎, 𝒓 ∈ ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅)

𝑱̇(𝒓′, 𝑡), 𝒓 ∈ 𝑇

. 

Выберем 𝑅 достаточно большим, чтобы Ω̅ и 𝑇̅ включались в 𝑂𝑅. Тогда 

 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

.  

Рассмотрим 𝜂-усреднение векторной функции 𝒖(𝒓, 𝑡) по Соболеву [15]: 

 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) = ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

, 

где 𝜔𝜂 – "шапочка" с носителем радиуса 𝜂. При любом 𝑡 ∈ [0, +∞) 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡)  представляет 

собой бесконечно гладкую векторную функцию пространственных координат; кроме 

того, при достаточно малых 𝜂 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) финитна в 𝑂𝑅. Векторная функция 𝒖(𝒓, 𝑡) является 

пределом в 𝑳2(𝑂𝑅) от 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) при 𝜂 → +0 [15]. 

Найдем дивергенцию от 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡): 

 div𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) = div ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= 

 = (∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝑱(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

)
̇

. 

Интегралы-слагаемые, получившиеся под знаком производной по времени, равны 

нулю. Докажем это для первого интеграла: 

 ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= − ∫ grad𝒓′ (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∫ div𝒓′ (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)) 𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)div𝒓′(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∮ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝐸ν,int(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

+ ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)div𝒓′(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 0. 

Для второго интеграла равенство нулю доказывается аналогично. 

Таким образом, 𝒖(𝒓, 𝑡) может быть представлена, как предел в 𝑳2(𝑂𝑅) последова-

тельности бесконечно гладких, соленоидальных и финитных в 𝑂𝑅 векторных функций. 

Из этого следует [17], что 𝒖(𝒓, 𝑡) = rot𝒗(𝒓, 𝑡), где 𝒗(𝒓, 𝑡) – векторная функция, квадра-

тично суммируемая в 𝑂𝑅  вместе со своими обобщенными производными по Соболеву 

первого порядка и, кроме того, [𝒆𝒓 × 𝒗(𝒓, 𝑡)] = 𝟎 на 𝜕𝑂𝑅. Тогда 

 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)rot𝒓′𝒗(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∫ rot𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒗(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
𝑂𝑅

− ∫ [grad𝒓′𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)[𝒆𝒓 × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑆
𝜕𝑂𝑅

+ ∫ [grad𝒓𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑉′ =
𝑂𝑅

 

 = rot ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒗(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

. 
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Каждая из компонент ротора представляет собой разность производных первого по-

рядка, а для производных первого порядка от объемного потенциала асимптотика 

𝑂(1 𝑟2⁄ ) гарантирована. Теорема доказана. 

Из доказанной теоремы следует, что система интегро-дифференциальных уравне-

ний (2.1), (3.6)–(3.8), дополненная интегральным условием (3.9) и начальными услови-

ями (1.8), эквивалентна начально-краевой задаче (1.1)–(1.8). 

Заключение 

Представляется актуальным обобщение полученных результатов на ферромагнит-

ные проводящие тела под диэлектрическим слоем, а также на проводящие тела с неглад-

кими границами. 

Для вывода интегро-дифференциальных уравнений применительно к случаю де-

фектного ферромагнитного проводника может быть использован метод, связанный с вве-

дением дополнительных вторичных источников на границе раздела сред, обладающих 

разными магнитными свойствами [5, 6, 18, 19]. 

Однако также возможно применение иного подхода, не связанного с использова-

нием поверхностных потенциалов [20]. В рамках такого подхода уже были получены объ-

емные интегро-дифференциальные уравнения для постоянного магнитного поля в де-

фектных магнетиках (причем из магнитостатики на квазистационарный случай многие 

результаты могут быть перенесены без изменений). Кроме того, были получены конкрет-

ные неравенства для норм обратных операторов, разрешающих указанные интегро-диф-

ференциальные уравнения. 

Обобщение интегро-дифференциальных уравнений на области с негладкими гра-

ницами представляется возможным при достаточно подробной классификации точек не-

гладкости, допускаемых в модели: тогда в функциональных классах, выбираемых для по-

становки задачи, следует указать асимптотическое поведение решения вблизи точек не-

гладкости, определить класс (степень) суммируемости решения [21, 22]. 

Все перечисленное станет предметом дальнейших исследований. 
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