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Аннотация. Работа посвящена математическим аспектам создания современной 

охранной системы. Разработан метод численного решения задачи оптимизации рас-

становки обнаружителей с целью противодействия прорыву защищаемого периметра. 

Защищаемый периметр представляет собой отрезок на плоскости, который пытается 

за заданное время пересечь уклоняющийся от обнаружения подвижный объект. Дан-

ный объект рассматривается как материальная точка, управляемая с целью минимиза-

ции функционала риска обнаружения по первичному гидроакустическому полю. За-

дача формализуется как задача максимина, обнаружители следует расставить в допу-

стимой области таким образом, чтобы минимально возможное значение функционала 

подвижного объекта было наибольшим. Для решения авторами был разработан про-

граммный комплекс на языке C++. В работе приводятся результаты численного моде-

лирования, полученные с использованием градиентного метода и решения краевой за-

дачи принципа максимума Л.С. Понтрягина для нахождения локально оптимальных 

траекторий во вспомогательной задаче поиска пути подвижным объектом. Краевая за-

дача решалась методом стрельбы, соответствующие задачи Коши изначально форми-

ровались заданием значений параметров пристрелки на сетке в пространстве их воз-

можных значений, и интегрировались численно методом Рунге–Кутты с автоматиче-

ским выбором шага. Далее значения параметров пристрелки уточнялись модифициро-

ванным методом Ньютона. В результате численного моделирования расстановки пяти 

сенсоров оказалось, что выгоднее всего расставлять их таким образом, чтобы первые 

шесть лучших локально оптимальных траекторий уклоняющегося объекта совпадали 

по функционалу. 
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моделирование; защита периметра; предотвращение прорыва; максимин 

Для цитирования: Самохина М. А., Самохин А. С. Решение задачи расстановки обнаружителей 

для охраны периметра градиентным методом // Вестник Пермского университета. Математика. 

Механика. Информатика. 2025. Вып. 2(69). С. 123−136. DOI: 10.17072/1993-0550-2025-2-123-136. 

https://elibrary.ru/lasrhw 

Благодарности: работа выполнена при частичной поддержке Российского научного фонда, про-

ект № 23-19-00134; авторы выражают благодарность Галяеву Андрею Алексеевичу за плодотвор-

ное обсуждение работы. 

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://elibrary.ru/lasrhw


М. А. Самохина, А. С. Самохин 

124 

Статья поступила в редакцию 30.04.2025; одобрена после рецензирования 21.05.2025; принята 

к публикации 11.07.2025. 

 

Research article 

Solution of the Sensors Placement Problem  

for Perimeter Defense Using the Gradient Method 

Marina A. Samokhina1, Alexander S. Samokhin2 
1,2V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia  
1ph@ipu.ru 
2samokhin@ipu.ru 

Abstract. The research is devoted to the mathematical aspects of creating a modern security 

system. The paper develops a method that numerically solves the problem of optimizing the 

deployment of sensors to counteract the breach of a protected perimeter. The protected pe-

rimeter is a segment on the plane, and a mobile object evading detection tries to cross it in a 

given time. This object is considered as a material point, controlled to minimize the risk 

functional of detection by the primary hydroacoustic field. The problem is formalized as a 

maximin problem, the sensors should be placed in the admissible area so that the minimum 

possible value of the functional of the mobile object was as large as possible. For the solution 

the authors have developed a program in C++ language. The paper presents the results of 

numerical modeling obtained using the gradient method and the solution of the boundary 

value problem of the maximum principle of L.S. Pontryagin to find locally optimal trajecto-

ries in the auxiliary problem of pathfinding by a mobile object. The boundary value problem 

was solved by the shooting method, the corresponding Cauchy problems were initially 

formed by setting the values of the of the shooting parameters on the grid of their possible 

values, and were integrated numerically by Runge-Kutta method with automatic step selec-

tion. Further, the values of shooting parameters were refined by the modified Newton's 

method. As a result of numerical modeling of 5 sensors placement, it turned out that it is 

most advantageous to place them in such a way that the first 6 best locally optimal trajecto-

ries of the evading object coincide in functional value. 

Keywords: sensors placement; threat environment; evasion countering; path planning; op-

timization; gradient method; numerical simulations; perimeter defense; breach prevention; 

maximin  
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Введение 

В настоящее время все более широкое применение находят автономные необитае-

мые подводные аппараты. Такие устройства используются в научном, коммерческом, по-

литическом секторах [1–3]. В том числе они могут использоваться для несанкциониро-

ванного доступа к охраняемому объекту. Работа посвящена созданию современной 
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охранной системы противодействия такому доступу к протяженному защищаемому объ-

екту, например газопроводу. 

Предполагается, что система охраны строится из неподвижных обнаружителей, 

совместная задача которых заключается в противодействии скрытному перемещению ав-

тономного аппарата [4–9]. Настоящее исследование является развитием работ [10–12]. 

1.  Постановка задачи 

Считается, что обнаружители обладают равномерно распространяющимися беско-

нечными круговыми полями обнаружения, и их расположение, формирующее карту 

угроз [13], уклоняющемуся подвижному объекту (УПО) известно. Совместно УПО и об-

наружители формируют конфликтную среду [14]. При заданной конфигурации обнару-

жителей УПО перемещается таким образом, чтобы минимизировать интегральный функ-

ционал – риск обнаружения [15].  

Задача заключается в оптимизации расстановки неподвижных обнаружителей с це-

лью максимизации минимально возможного значения функционала, оптимизируемого 

УПО. Рассматривается плоская модель, в которой УПО и обнаружители представляют 

собой материальные точки. 

2. Формализация задачи 

На плоскости вводится декартова система координат, без ограничения общности 

считается, что УПО перемещается из начала координат в конечный отрезок с ординатой 1 

за фиксированное время T  с максимальной скоростью maxv  и управляется модулем век-

тора скорости v   и углом   , задающим его направление, так, чтобы минимизировать 

функционал: 
2

2 2
=10

v
d

( ) ( )

T N

i

i i i

I q t
x a y b

 
=  

− + − 
 ,                                         (2.1) 

зависящий от величины вектора скорости УПО v  , координат УПО ( , )x y  , расстояний 

2 2( ) ( )ii iar x y b− + −=  от УПО до каждого из обнаружителей iS , заданных координа-

тами ( , )i ia b , весовых коэффициентов 𝑞𝑖 влияния обнаружителей iS  и количества обна-

ружителей 1N   . Конечный отрезок выбирается достаточно длинным, таким, что его 

края недостижимы при заданных ограничениях на время и скорость передвижения. 

Нужно расположить точки iS  в области y Y  так, чтобы по всем возможным наборам 

фиксированных расположений обнаружителей максимизировать: J  – глобальный мини-

мум функционала (2.1) УПО 
( ( ), ( ))
min
x y

J I
 

= , определяемого для каждого заданного распо-

ложения iS , т.е. решить задачу максимизации минимума функционала I : 

 1 1 ( ( ), ( ))( , ), ... , ( , )

ˆ max min .
N N x ya b a b

J I
 

=                                        

3.  Метод решения 

Считается, что ни в один момент времени [0, ]t T  траектория УПО не проходит ни 

через один обнаружитель, ( ) 0ir t  . Тогда задача поиска пути для фиксированного распо-

ложения обнаружителей на основе принципа максимума Понтрягина сводится к краевой 

задаче [16]: 
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Полученная краевая задача решается численно методом стрельбы. Для этого недо-

стающие для формирования задач Коши параметры пристрелки при задании начального 

приближения перебираются на сетке своих возможных значений, а далее уточняются мо-

дифицированным многомерным методом Ньютона. Сами задачи Коши интегрируются 

методом Рунге–Кутты с автоматическим выбором шага на основе контроля максимально 

допустимой локальной погрешности [17]. Найденные таким образом экстремали Понт-

рягина удовлетворяют необходимым условиям оптимальности. Среди всех построенных 

для фиксированного расположения обнаружителей траекторий выбирается траектория, 

соответствующая минимальному значению функционала I . 

 Для нахождения максимума функционала J  по всем возможным расположениям 

обнаружителей iS  запускается метод проекции градиента [18] со стандартным условием 

остановки счета. Опишем его работу. Обозначим за ( )1 1 2 2, , , , ... , ,
T

k k k k k k

k N Na b a b a b=z вектор 

оптимизируемых параметров на k -м шаге. Тогда переход от zk  к 1zk+  осуществляется по 

формуле 

1 ( ( ))k k k kJ+ = + Pz z z ,                                                   (3.5) 

где P  ‒ оператор проектирования на полуплоскость y Y , а параметры 0k  подбира-

ются на каждом шаге решения задачи, так, чтобы сохранялась монотонность: 

1( ) ( ).k kJ J+ z z  При этом компоненты градиента функционала 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ,..., ,

z z z z
z k k k k
k

N N

J J J J
J

a b a b

    
 =  

    
  в точке zk   находятся численно для всех 

1, ... ,j N=   по формулам 
2 1

(z h ) (z )(z ) k j kk

j

J JJ

a h

−
+ −
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 ,
2

(z h ) (z )(z ) k j kk

j

J JJ

b h

+ −
=


 , где 

h
l ‒ вектор, у которого l -ная координата равна h , а все остальные координаты равны 0 , 
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таким образом параметр h  ‒ шаг численного дифференцирования. Заметим, что для вы-

числения градиента ( )zkJ  на шаге требуется 2N   дополнительных вычислений функ-

ционала J , для чего в свою очередь решается 2N краевых задач (3.1)-(3.4). 

Отметим, что при проектировании (3.5) на полуплоскость y Y  точки ( , )i ia b  с ко-

ординатой ib Y  сохраняются, а точки ( , )i ia b  с координатой ib Y  смещаются на пря-

мую y Y= , переходя в точки с координатами ( , )ia Y . 

4. Результаты численного моделирования 

При моделировании в качестве одного из примеров для расчетов были выбраны 

следующие значения параметров задачи: 5N = , 1iq = , 2.6T = , maxv 1= , 0.6Y =  и отре-

зок финиша AB , ( 3,1)A = − , (3,1)B = , см. рис. 1. Для каждого фиксированного на шаге 

градиентного метода расположения обнаружителей пути УПО строились на основе ре-

шения краевой задачи принципа максимума [16]. Обнаружители разрешалось размещать 

в полуплоскости y Y . 

 

Рис. 1. Оптимальная конфигурация обнаружителей и соответствующая выходу 

УПО в правую полуплоскость из точки старта (0,0)  карта классификации ло-

кально оптимальных путей УПО для 5N = , 1iq = , 2.6T = , maxv 1= . Сплошными 

и прерывистыми линиями изображены локально оптимальные траектории УПО, 

красными кругами – места расположения обнаружителей iS  

Метод проекции градиента (3.5), запущенный из разных стартовых конфигураций 

точек по 10 параметрам – координатам iS , каждый раз уменьшал ib  до выхода на огра-

ничение 0.6Y = . При одинаковых весовых коэффициентах влияния iq точки ( , )i ia b  рас-

полагались на прямой y Y=  симметрично перпендикуляру, опущенному из точки старта 

на конечный отрезок: 1 1 2 2 3 4 2 5 1, , 0, ,a a a a a   = − = − = = = , при некоторых 1 , 2 . 

Таким образом, в случае одинаковых iq  для различных T , maxv , Y  изначальная 10-пара-

метрическая задача в итоге сводилась к 2-парамерической задаче поиска величин 1 , 2 ,  

см. рис. 2. 

На рис. 1 показаны траектории УПО, выходящие из точки старта под углом

(0) ,
2 2

 


 
 − 
 

. Также локально оптимальными являются траектории, симметричные им 

относительно перпендикуляра из точки старта на конечный отрезок. 
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Рис. 2. Зависимость функционала задачи расстановки обнару-

жителей J   от параметров 1 2,   при 5N =   , 1iq =   , 2.6T =   , 

maxv 1=  

В результате проведенного моделирования оказалось, что при оптимальном распо-

ложении пяти обнаружителей 1 20.64, 1.46, = =  и получилась конфигурация, при кото-

рой на лучших шести локально оптимальных траекториях УПО достигается значение 

функционала 38.3I = , и, следовательно, ˆ 38.3J = . Для выбранных параметров задачи это 

оптимальное значение достигается на трех траекториях, изображенных сплошными ли-

ниями на рис. 1 и трех симметричных им относительно перпендикуляра из точки старта 

на конечный отрезок. 

График функционала J  на рис. 2 получился ожидаемо симметричный по парамет-

рам 1 2,  . По нему можно сделать вывод о единственности найденного решения задачи. 

5. Аналитическое исследование 

Помимо проведения численного моделирования были получены следующие теоре-

тические результаты. 

Лемма. При max 1 1v 1 , 0T  = +   для любой расстановки N обнаружителей в полу-

плоскости 2 2, 0y     существует решение задачи поиска пути УПО из точки (0,0)O  

в отрезок 1 2E E , 1 ( ,1)E c= − , 2 ( ,1)E c= , 0c  , на котором функционал I ограничен. 

Доказательство. Построим траекторию ( ( ), ( )),x t y t  не проходящую через N фик-

сированных обнаружителей с координатами .( {1, .), . , }, .i ia b i N  

Обозначим 1 2min , , ,1
2 2

c

N N

 




 
=  

 
 и вокруг каждого обнаружителя 

.( , ) 1, , .{ . , }i i iS a b i N построим открытый шар ( ),iB S  с центром ( , )i i iS a b  и радиусом 

.  Обозначим (0,1)E   ближайшую к точке старта O   точку на конечном отрезке 1 2E E  . 

Построим пошагово плоское множество  , граничные точки которого   будет содер-

жать допустимые траектории УПО, следующим образом. Положим 

00 .{, 1, ... , }OE N =  =   

Пусть после k шагов построены плоское множество k  и k  ‒ множество индек-

сов еще не включенных в k   шаров. Сделаем (k+1)-й шаг построения: 
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( ) , ,: ,kkk ii Bi S  =  D  тогда если ,k =D  то на этом построение заканчива-

ется, и , ,k k =  =  иначе ( )1 ,
k

k

i

ik B S +



 
 =   

 D

 и 
1 \ .k k k+ = D  Заметим, что 

в множестве 
0  изначально N  элементов, и на каждом шаге из него удаляется хотя бы 

один элемент, поэтому не более, чем за N    шагов множества   и   будут постро-

ены, см. рис. 3 а).  

Для   будут выполнены следующие свойства:  

1)   состоит из конечного числа отрезков и конечного числа частей окружностей 

(по построению);  

2) любая точка   удалена от каждого из обнаружителей 
iS  не менее, чем на   (по 

построению);  

3) O , так как все  
2 }, {1, ... ,ib Ni   и радиусы шаров ( ),iB S   не более 2

2


, 

поэтому ордината любой точки каждого из шаров не менее 2 2
2 0,

2 2

 
 − =   и 

( ) ,, {, 1, ... , }iO B S i N  но O в начале построения; 

 
а)                                                           б) 

Рис. 3 а) Плоское множество   ,часть границы которого 

  , обозначенная красной линией, содержит допустимые 

траектории УПО; б) Плоское множество '  и траектория 

УПО, показанная синей линией 

4) отрезок финиша 
1 2 ,E E    так как 

1 2E E E , E  вначале и благодаря вы-

бору  ;  

5) объединение всех шаров не покрывает отрезок 
1 2E E   целиком, то есть 

( )1 2

1

,
N

i

i

E SE B 
=

  благодаря выбору  ; 
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6) по построению, общая длина границы ( ) 12 1 2 1 .OE N N    +   +   +   

Покажем, что можно выбрать траекторию движения из начальной точки O  в ка-

кую-то точку конечного интервала, как часть  . 

Для этого покажем, что можно разбить все шары ( ),iB S     на конечное число 

непересекающихся объединений 
jB .  Обозначим 

0 1, ..{ . , }N G = \  ‒ множество индек-

сов шаров, лежащих в  .  

Построим пошагово плоскую фигуру 
1.B  Выберем какой-нибудь индекс 

0.iG  По-

ложим ( )  1 1

1 1

0 .,, \iS iB  ==B G G   Пусть после k шагов построены фигура 1

kB   и 
1

kG   ‒ 

множество индексов шаров, входящих в фигуру ,  но еще не включенных в 1 .kB  Сде-

лаем (k+1)-й шаг построения 
1 :B ( ) 1 1 1: , ,, kk k

ii Bi S =   D G B   тогда, если 

1 ,k =D   то на этом построение заканчивается, и 1 1 1 1, ,kk= =B B G G  иначе 

( )
1

1

1 1 ,
k

k k

i

iB S +



 
=  

 
 D

B B  и 1

1 1 \ .k k

k

+ =G G D  Заметим, что в множестве 
0G  изначально не 

более N  элементов, и каждый шаг из него удаляется хотя бы один элемент, поэтому не 

более чем за N     шагов фигура 
1B   и множество 

1G   будут построены. Остальные 

плоские фигуры 
jB  и множества индексов 

jG  строятся последовательно по аналогии. 

Так как каждая из построенных фигур 
jB  включает в себя хотя бы один шар, то количе-

ство элементов в 
jG  с каждым новым построенным множеством уменьшается хотя бы 

на 1, поэтому за K N   шагов, множество 
KG  станет пустым, и приведенный выше 

алгоритм завершится. 

Заметим, что все \j jB B  являются конечносвязными областями, получающимися 

из некоторой односвязной области 
0

jD  исключением лежащих в  ней односвязных обла-

стей 1 2, , , ,j
N

j j jD D D   а также их границ. Положим 
0 0 , 1, ,j j jD D j K =  =B  и 

1

,
K

j

jOE
=


 

=  





B  тогда ,       является односвязным замкнутым ограниченным 

множеством  и  совпадает с внешней границей фигуры  , т.е.    .  

Теперь построим путь из точки O  до конечного отрезка 
1 2E E , проходящий по .  

Для каждого 1, ... , }{j K   множество точек пересечения j
B   с лучом OE   будет 

содержать от 1 до 2N  точек, причем у всех таких точек будут разные ординаты. Обозна-

чим точки пересечения j
B  с отрезком OE  с наименьшей и с наибольшей ординатами 

1jM  и 
2jM  соответственно. Тогда 

1jM лежит в пределах от 2

2


до 1, 

2jM  лежит в преде-

лах от 2 2
2


+  до 1 2 N+    и при движении от точки 

1jM  к точке 
2jM  по j

B орди-

ната УПО увеличится. 
1jM  и 

2jM  делят 
jB  на две части, при движении УПО от 

1jM  к 

2jM  по одной из них область будет находиться слева от УПО, а по другой – справа. В 

качестве пути выберем ту часть границы ,jB  длина которой меньше, и любую, если 

длины равны. 
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Вначале от точки O  будем двигаться по отрезку OE  "вверх" (с увеличением орди-

наты) до первой точки 
1kM  с наименьшей ординатой среди всех точек  

1 1, ... , },, {jM j K

либо до точки ,E  если 0.K =  Построение пути заканчивается, когда УПО впервые ока-

зывается в точке с ординатой 1. Далее УПО движется по границе 
k
B  до точки 

2.kM  

Если ордината точки 
2kM  больше  1, то по непрерывности кривой ,kB  на ней найдется 

точка с ординатой 1, а конечной точкой пути будет ближайшая к 
1kM  такая точка. Если 

ордината точки 
2kM  равна  1, конечной точкой пути будет 

2.kM  Если же ордината точки 

2kM  меньше  1, то далее опять чередуются движение по отрезку OE  с движением по 

границе ,j
B   причем 

1jM  каждый раз, кроме первого, выбирается из множества 

1 1, ... , },, {jM j K ордината которых больше ординаты 
2jM  на предыдущем шаге. Заме-

тим, что чередоваться движения УПО по отрезку и по 1, ... , }, {j Kj B  могут не более 

K N  раз. Если построение пути не закончено, то далее УПО движется по отрезку 

OE  до точки (0,1),E которая будет конечной точкой пути. 

Таким образом, если УПО будет двигаться из точки O  в направлении к конечному 

интервалу по    указанным выше образом, то траектория движения ( ( ), ( )),x t y t не 

будет содержать ни одного обнаружителя, ее длина не будет превосходить 
11 + , а значе-

ние функционала *I   на такой траектории можно оценить следующим образом: 
2

* max max max max 1

2 2

min

v v (1 )
I

q T q
N N

r





+
 =   . 

Замечание 1. Выбор 
c

N
   гарантирует наличие точек на конечном отрезке, не по-

крытых шарами, построенными вокруг 
iS , выбор 2

2


    гарантирует, что точка старта 

УПО не покрыта ни одним из построенных шаров. Выбор 1

N


   обеспечивает то, что 

множество проекций построенных шаров на отрезок 
1 2 1 1[(1 ,1), (1 ,1)]E E   − +   не по-

крывает его целиком, а значит на нем есть некоторая непокрытая точка ( ,1)pP x , и тогда 

для УПО есть более простой по конфигурации путь, состоящий из горизонтального 

участка 0OP , где 
0 ( ,0)pP x= , затем вертикального 0P P , проходящий на удалении не ме-

нее   от каждого из обнаружителей. Такой путь (изображен зеленой линией на рис. 4) 

может значительно отклоняться от отрезка OE  по сравнению с путем, построенным в 

лемме, изображенным синей линией на рис. 4. 

Замечание 2. Приведенный в лемме способ построения траектории движения при-

меним также при условии заранее неизвестного УПО положения обнаружителей, но при 

известном их количестве и возможности их обнаружения и изменения направления дви-

жения УПО на расстоянии не менее  . Оценка сверху для риска обнаружения *I  на по-

строенной таким образом траектории не изменится. 

Теорема. При 
max 1 1v 1 , 0T  = +    и 

2 0y     функционал J   задачи расстановки 

обнаружителей с целью противодействия УПО, перемещающемуся из точки (0,0)O  в 

отрезок  
1 2E E , 

1 ( ,1)E c= − , 
2 ( ,1)E c= , 0c  , ограничен. 
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Доказательство. Доказанная в лемме оценка сверху для функционала I  не зависит 

от расположения обнаружителей .( , ) 1, . . , }., {i i iS b i Na   Поэтому 

* max max 1

( ( , 2) ( ))

v (1 )
,min

x y
J

q
NI I



 

+
=      где 1 2min , , ,1

2 2

c

N N

 




 
=  

 
. 

Замечание 3. Лемма позволяет УПО добраться до некоторой точки любого отрезка 

длины 2 0c  . Если же в соответствии с изначальной постановкой c  таково, что с задан-

ным ограничением на скорость УПО фиксированного времени не хватит, чтобы до-

браться до концов отрезка 
1 2E E , то член 

c

N
 в определении   в доказательстве леммы и 

теоремы избыточен, так как в этом случае из теоремы Пифагора следует, что 
1c  . 

 
Рис. 4. Сравнение синего пути УПО, построенного по 

лемме, и зеленого, построенного по замечанию 1. Вер-

тикальными линиями отмечены проекции шаров во-

круг обнаружителей на отрезок финиша  

Заключение 

В статье разработан метод расстановки обнаружителей на плоскости с целью про-

тиводействия скрытному перемещению УПО для охраны периметра, математически 

представляющего собой отрезок. Задача расстановки решается градиентным методом, в 

котором оптимизируемыми параметрами являются координаты обнаружителей. При 

этом для каждой заданной их конфигурации, рассматриваемой в ходе решения, численно 

решается задача классификации путей УПО в конфликтной среде на основе принципа 

максимума Понтрягина. Авторами реализован программный комплекс на языке C, в ра-

боте приводятся результаты численного моделирования. 

В качестве примера рассмотрена расстановка пяти обнаружителей при равномерно 

распространяющихся бесконечных круговых полей обнаружения. Интерес представляет 

теоретическое обоснование полученного результата – того, что при оптимальной конфи-

гурации обнаружителей функционал I  на лучших для УПО 1N +  локально оптималь-

ных путях УПО совпадает.  
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Ясно что функционал расстановки Ĵ  ограничен нулем снизу. В работе теоретиче-

ски показана также ограниченность минимизируемого УПО функционала сверху для лю-

бой расстановки обнаружителей, приведены способы построения траекторий, для кото-

рых ограничение будет выполнено независимо от расположения обнаружителей.  

Развитием задачи является рассмотрение более сложных диаграмм направленности 

обнаружителей. Возможно также рассмотрение задачи в трехмерной постановке и реше-

ние другими методами численной оптимизации. Постановка может быть обобщена на 

случай прорыва периметра группой объектов [19]–[20]. 
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