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Аннотация. Рассматривается задача управления подъемом и горизонтальной ориен-

тацией беспилотного трикоптера с тяговыми двигателями, расположенными в одной 

плоскости, в вершинах правильного треугольника.  Построена математическая мо-

дель динамики трикоптера с учетом наличия нагрузки с переменной массой и коор-

динатой приложения опрокидывающей силы. Представлены алгоритм управления 

для стабилизации по высоте и ориентации с учетом углов крена и тангажа, основан-

ный на ПИД-регуляторе и алгоритм управления тягой двигателей трикоптера для 

стабилизации его только по высоте без учета отклонения ориентации, использующий 

быстрый алгоритм 2-го порядка. Построена компьютерная модель системы управле-

ния трикоптером в пакете Simulink. С помощью модели исследована работа быстрого 

алгоритма для управления взлетом и посадкой летательного аппарата. 
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Abstract. The problem of control of the lift and horizontal orientation of an unmanned tri-

copter with traction motors located in the same plane, at the vertices of a regular triangle, 

is considered. A mathematical model of the tricopter dynamics is constructed taking into 

account the presence of a load with a variable mass and the coordinate of application of the 

overturning force. A control algorithm for stabilization in height and orientation taking into 

account the angles of roll and pitch, based on a PID controller, and an algorithm for con-

trolling the tricopter engine thrust for stabilizing it only in height without taking into ac-

count the orientation deviation, using a fast algorithm of the 2nd order are presented. A 

computer model of the tricopter control system in the Simulink package is constructed. Us-

ing the model, the work of the fast algorithm for controlling the takeoff and landing of the 

aircraft is studied. 

Keywords: modeling of control processes; robust algorithms; stabilization system; un-

manned aerial vehicles; tricopters 
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Введение 

Мультикоптеры относятся к беспилотным летательным аппаратам (БПЛА) с дви-

гателями роторного типа, обеспечивающими вертикальный взлет и посадку, а также 

полет по маршруту и управление углами тангажа, крена и рысканья для обеспечения 

навигационного полетного задания. Обычно используются многороторные БПЛА с 

тремя двигателями (трикоптеры), четырьмя (квадрокоптеры) и шестью двигателями 

(гексакоптеры). 

Для обеспечения заданного вектора тяги необходимо три управляющих элемента, 

поэтому квадрокоптеры и гексакоптеры обладают избыточным количеством органов 

управления по сравнению с числом контролируемых параметров. В работе [1] отмеча-

ется, что такая избыточность обеспечивает отказобезопасность системы управления. 

Однако повышение количества двигателей, пусть и увеличивает подъемные возможно-

сти и стабильность полета, вместе с тем оно увеличивает энергопотребление и массу 

аппарата. Кроме того, мультикоптер с меньшим количеством двигателей обладает 

большей маневренностью. Таким образом, конструкция трикоптера представляется оп-

тимальной и весьма перспективной, хотя разработка его является еще малоизученной 

[2]. 

В данной работе исследуются возможности применения традиционных и новых 

алгоритмов для наискорейшего управления высотой полета трикоптера с помощью 

двигателей вертикальной тяги, а также рассматриваются процессы управления углами 

крена и тангажа при несимметричном изменении массы платформы, например при 

сбрасывании с нее какого-либо груза. Работоспособные алгоритмы в дальнейшем могут 

быть реализованы в бортовых системах управления с помощью методов модельно-

ориентированного проектирования [3, 4].  
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1. Постановка задачи 

1.1. Математическая модель трикоптера с двигателями вертикальной тяги 

Исследование работы алгоритмов управления осуществляется посредством ком-

пьютерного моделирования на основе специально разработанной математической мо-

дели трикоптера.  

Трикоптер будем представлять в виде симметричной плоской платформы, на ко-

торой размещены три реверсивных двигателя вертикальной тяги, при этом работа дви-

гателей не вызывает реактивного вращения платформы в плоскости трикоптера. Двига-

тели находятся в вершинах правильного треугольника со стороной 2а в точках 1, 2 и 3 

(рис. 1). Массу платформы с двигателями обозначим через М0 и будем считать, что она 

равномерно распределена по этим точкам. Начало осей собственной системы коорди-

нат (ССК) модели выберем в центре треугольника, направление осей X и Y указано на 

рис. 1. 

 

Рис. 1. Геометрическая модель трикоптера,  

собственная система координат (ССК) 

На платформе находится груз массы m в точке с полярными координатами  ( ),   

в ССК, полная масса объекта 

     0 .M M m= +             (1) 

Задача состоит в том, чтобы поднять трикоптер вдоль вертикальной оси Z систе-

мы координат, связанной с землёй, на заданную высоту h и удерживать платформу в 

горизонтальном положении как при наличии груза, так и при его удалении (сбрасыва-

нии). В другой постановке задачи: трикоптер поднимается на заданную высоту без гру-

за, затем груз прикрепляется к указанной точке, платформа должна сохранять горизон-

тальное положение. Высота подъема предполагается незначительной, поэтому ускоре-

ние силы тяжести g вдоль вертикальной оси считается постоянным. 

При известных параметрах объекта задача выбора тяговых усилий для обеспече-

ния горизонтального равновесия платформы в вышеописанной простой модели имеет 

аналитическое решение. Если начало координаты Z выбрать на поверхности земли, а 

ось направить вертикально вверх, то при отсутствии груза ( )0m =  уравнение верти-
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кального движения примет вид (здесь и далее аэродинамическим трением пренебрега-

ем): 

     0 0 1 2 3 , (0) 0, (0) 0.M z M g F F F z z= − + + + = =                   (2) 

Здесь 1 2 3, ,F F F   – силы тяги каждого из двигателей. Для обеспечения горизонтального 

положения платформы достаточно выполнение условия 

     1 2 3

1
,

3
TF F F F= = =          (3) 

где TF  – суммарная тяга двигателей для обеспечения необходимого ускорения. В рав-

новесии (по высоте) 

          0 .TF M g=           (4) 

При наличии груза ( )0m   возникает момент сил, приводящий к опрокидыванию 

платформы. Угол поворота вокруг оси Y обозначим   (угол крена), угол поворота во-

круг оси X -    (угол тангажа) (рис. 2).  

 
Рис. 2. Углы крена и тангажа. Оси X, Y лежат в горизонтальной плоскости,  

оси ССК трикоптера направлены по соответствующим пунктирным линиям 

Будем считать углы ,   малыми, так что в линейном приближении по этим уг-

лам уравнение вращательного движения в ССК запишется в виде: 

    ( )2 3 1 sin ;XI c F F bF mg  = − + + −      

                (5) 

    ( )2 3 cos ,YI a F F mg  = − +  

где моменты инерции ,X YI I   выражаются через геометрические характеристики плат-

формы и координаты груза следующим образом: 

    

( )

( )

2 2 2

0

2 2

0

1
2 ( sin ) ;

3

1
2 ( cos ) .

3

X

Y

I M c b m

I M a m

 

 

= + +

= +

        (6) 
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Уравнение движения вдоль Z в рассматриваемом случае сохраняет вид (2), где M0 

следует заменить на M в соответствии с (1). Полная сила тяги для сохранения заданной 

высоты при этом будет равна 

     ( )0 ,TF M m g= +          (7) 

однако ее распределение по двигателям, обеспечивающее горизонтальную ориентацию 

платформы, будет отличаться от (3). 

Запишем требуемые силы тяги для каждого двигателя в виде 

         
1

, 1,2,3.
3

i T iF F U i= + =          (8) 

Введем обозначения для матриц-столбцов размерности 3х1: 

 

    

1 1

2 2

3 3

, ,

F U

F F U U

F U

   
   

= =
   
      

         (9) 

после чего выражение (8) может быть записано в матричной форме 

           
1

.
3

TF F U= +         (10) 

Поскольку суммарная тяга двигателей должна соответствовать выражению (7), компо-

ненты матрицы U  должны удовлетворять условию 

 

     
3

1

0.i

i

U
=

=         (11) 

 

Решение уравнений (5) для состояния равновесия при условии (11) приводит к 

следующим выражениям для компонентов матрицы  U : 

 

    

( )

( )

1

2

3

1
, 1,2,3;

3

3 sin ,

1
3 sin 3cos ,

2

1
3 sin 3cos .

2

i iU mgu i

u
a

u
a

u
a





 


 

= =

=

= − +

= − −

      (12) 

1.2. Задача управления трикоптером 

Система управления с обратными связями «не знает» параметров объекта управ-

ления. Ее задача состоит в том, чтобы обеспечить требуемую суммарную силу тяги и 

распределить ее по двигателям в автоматическом режиме. Для этого на трикоптер уста-
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навливаются три датчика: датчик высоты, измеряющий координату z, датчик угла кре-

на   и датчик угла тангажа  . Три независимых блока управления вырабатывают сиг-

налы управления ( ), ( ), ( )U z U U  в соответствии с заложенными в них алгоритмами. 

Цели управления на всем протяжении полета: 

 

     , 0, 0.z h  → → →        (13) 

 

Сигналы управления передаются в блок расчета управляющих воздействий, кото-

рый определяет суммарную тягу двигателей и компоненты матрицы U  по формулам, 

полученным с учетом симметрии объекта и условия (11): 

 

      

1

2

3

( ), ( ),

1
( ) ( ),

2

1
( ) ( ).

2

TF U z U U

U U U

U U U



 

 

= =

= −

= − −

       (14) 

 

Блок-схема системы управления приведена на рис. 3. Математическая модель 

объекта управления в схеме описывается уравнениями движения (2) и (5) с учетом вы-

ражений (6). 

 

Объект управления

Математическая модель 

трикоптера

Параметры груза m, ρ, α 

Блок управления

Регулятор угла тангажа

Регулятор угла крена

Регулятор высоты

Расчет 

компонент 

мощности

U(ϕ)

U(z)

U(ϑ)

F
z

ϑ 
ϕ 

 

Рис. 3. Блок-схема системы управления высотой трикоптера h и  

углами крена ϑ и тангажа φ 

 

2. Моделирование работы системы управления подъемом 

2.1. Дискретная модель системы 

Рассмотрим моделирование задачи подъема и стабилизации высоты при отсут-

ствии груза и его результаты. Для синтеза регуляторов проведена дискретизация урав-

нения (2) для тела массы М по схеме Эйлера [7] с шагом дискретизации t . Дискретная 

система, эквивалентная непрерывной, имеет вид: 
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1 1 2

2 2

[ 1] [ ] [ ],

[ 1] [ ] [ ].T

X k X k t X k

t
X k X k t g F k

M

+ = +  


+ = −   +

                 (15) 

Здесь введены обозначения 

          
1 2 1 2, ; (0) , (0) 0.

( ) [ ], 0,1,2,...

X z h X z X h X

X k t X k k

= − = = − =

  =
     (16) 

Цель управления: 

 

    1 2 *[ ] 0, [ ] 0, .X k X k k k= =         (17) 

2.2. S-модель системы управления 

Блок-схема, изображенная на рис. 3, и модель системы, рассчитывающая динами-

ку трикоптера и влияние нагрузки, реализована в пакете имитационного моделирова-

ния MATLAB+Simulink (рис. 4). 

 
Рис. 4. S-модель, реализующая процесс управления высотой трикоптера h  

и углами крена ϑ и тангажа φ 

 

Блоки Height Control и Angle Control отвечают за управление высотой и углами 

крена и тангажа соответственно. Также в них происходит распределение компонент 

мощности по двигателям. Блок Tricopter Dynamics включает в себя модель динамики 

трикоптера (уравнения движения 5, 7 и вычисление моментов инерции по уравнени-

ям 6). Блок Disturbance отвечает за моделирование параметров нагрузки, меняющихся 

во времени. 
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2.3. Моделирование управления подъемом трикоптера  

с использованием ПИД-регулятора 

 ПИД-регуляторы – алгоритм, наиболее часто используемый в системах управле-

ния БПЛА из-за его простоты в реализации и настройке. Для моделирования был ис-

пользован дискретный ПИД-регулятор [5], коэффициенты которого были подобраны с 

помощью программного пакета Response Optimizer. Дискретный ПИД-закон описыва-

ется выражением 

1 1 1 1

0

[ ] [ ] [ ] ( [ ] [ 1])
k

T p I D

j

F k K X k K X j K X k X k
=

= + + − −       (18) 

 На рисунке 5 представлены результаты моделирования подъема трикоптера без 

дополнительной нагрузки с использованием ПИД-регуляторов.  

 

 
Рис. 5. Работа ПИД-регулятора 

 

2.4. Моделирование управления подъемом трикоптера  

с использованием быстрого алгоритма 

 ПИД-регулятор, хоть и является стандартным законом управления для БПЛА, тре-

бует подстройки трех коэффициентов, что не всегда тривиально и требует применения 

специальных методик. В этом разделе рассмотрен алгоритм из класса быстрых алгоритмов 

[8], имеющий меньшее количество параметров и позволяющий в теории достичь цели 

управления за меньшее время. Этот алгоритм решает задачу терминального управления, 

которой, по сути, и является задача вывода трикоптера на заданную высоту [6].  

 Цель (17) для системы управления (15) с начальными условиями (16) может 

быть достигнута с помощью быстрого алгоритма для дискретных систем второго по-

рядка [6]: 

   ( ) 1 22

[0] ;

1
[ ] 1 ( 1) [ ] [ ],

2

1,2,...

T

k

T

F Mg

M M
F k Mg X k X k

t t

k

=

= − − − −
 

=

     (19) 

Здесь учтена специфика задачи, заключающаяся в том, что воздействие [0]TF Mg=  

обеспечивается не работой двигателей, а реакцией стартовой опоры летательного аппа-

рата, управление начинается с шага k = 1. 
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Управляющие воздействия, рассчитанные по формуле (19), и подставляемые по-

следовательно в дискретную систему уравнений (15), принимают значения 

   

2 2

2

1 2

1
[1] 1 , [2] 0, [3] ,

1
[4] 1 ,

[ ] , [ ] 0, [ ] 0, 5.

T T T

T

T

h h
F Mg F F M

g t t

h
F Mg Mg

g t

F k Mg X k X k k

 
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 
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 

= = = 

    (20) 

Как видим, быстрый алгоритм для дискретной системы достигает цели управления по-

сле 4-го шага, т.е. * 4.k =   

Поведение непрерывной системы приближается к ее дискретному аналогу при 

малых шагах дискретизации. Однако в рассматриваемом нами случае этот шаг не мо-

жет быть сделан сколь угодно малым. Если двигатели могут обеспечить максимальную 

суммарную тягу 

 

     max , 1,TF K Mg K=         (21) 

 

то из выражения для [1]TF  в (20) следует ограничение на минимальное значение шага 

дискретизации: 

 

     
1

, 1.
1

h
t K

g K
   

−
      (22) 

 

С другой стороны, увеличение шага дискретизации ведет к отклонению поведе-

ния непрерывной системы от ее дискретного аналога, вследствие чего увеличивается 

количество шагов, необходимых для достижения цели, и снижается качество работы 

системы управления [8]. Таким образом, возникает задача определения области робаст-

ности дискретного алгоритма (19) применительно к непрерывному объекту (2). Задача 

решается с помощью моделирования системы управления в Simulink. 

В S-модели дискретизация осуществляется с помощью блока Zero-Order Hold. 

Рассмотрим работу быстрого алгоритма при разных значениях шага дискретиза-

ции. При t  = 0,1 (рис. 6) трикоптер быстро выходит на заданную высоту, однако 

условие (22) при этом не выполняется. При увеличении t  (рис 7, 8) время выхода на 

уставку увеличивается, а максимальное значение управляющего воздействия уменьша-

ется. В реальной системе кроме условия (22) необходимо также учитывать инерцион-

ность двигателей, которые не могут мгновенно изменять тягу. Очевидно, что с увели-

чением шага дискретизации влияние инерционности на качество управления уменьша-

ется. 
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Рис. 6. Работа быстрого алгоритма при t  = 0,1 

 

 
Рис. 7. Работа быстрого алгоритма при t  = 0,5 

 

 
Рис. 8. Работа быстрого алгоритма при t  = 1 

При моделировании работы системы с учетом (22) и разными шагами дискрети-

зации получены следующие результаты. Максимальная тяга двигателей (22) взята рав-

ной 4Mg . 

При малых значениях t  (рис. 9) учет ограничения приводит к частым переклю-

чениям между максимальной и минимальной тягой, что ухудшает качество управления 

и является физически сложно реализуемым. При увеличении t  (рис 10, 11) качество 

управления улучшается, однако время выхода на уставку остается равным времени вы-

хода при t , при котором максимальная тяга не превышает ограничение. 
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Рис. 9. Работа быстрого алгоритма с ограничением тяги при t  = 0,1 

 
Рис. 10. Работа быстрого алгоритма с ограничением тяги при t  = 05 

 

 
Рис. 11. Работа быстрого алгоритма с ограничением тяги при t  = 1 

3. Стабилизация высоты и положения трикоптера при нагрузке 

В реальных условиях БПЛА поднимают в воздух полезный груз, параметры кото-

рого могут изменяться: аппарат может поднимать или сбрасывать его, груз может ме-

нять положение, например, при раскачивании. Для исследования поведения системы 

управления в подобных сценариях были рассмотрены три случая: груз с фиксирован-
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ными параметрами, расположенный со смещением относительно центра масс трико-

птера, груз, меняющий положение, и груз, меняющий массу. 

 На рисунке 12 представлены результаты моделирования подъема трикоптера с 

использованием ПИД-регуляторов. Параметры нагрузки постоянны: 

0,1 ; 22,5 ; 0,1m кг м = =  =  

 
 

Рис. 12. Результаты моделирования подъема  

при постоянной ассиметричной нагрузке 

 На рисунке 13 представлены результаты моделирования подъема при нагрузке, 

меняющей положение. Параметры нагрузки:  

0,1 , 2
0,1 ; 22,5

0,2 , 2

м t
m кг

м t
 


= =  = 


. 

 
Рис. 13. Результаты моделирования подъема  

при изменяющемся положении нагрузки 

На рисунке 14 представлены результаты моделирования подъема при изменении 

массы, имитирующем сброс нагрузки. Параметры нагрузки: 

 
0,2 , 2

0,1 ; 22,5 ;
0 , 2

кг t
м m

кг t
 


= =  = 


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Рис. 14. Результаты моделирования при изменяющейся массе нагрузки 

 

Заключение 

Рассмотрена задача управления подъемом и горизонтальной стабилизации беспи-

лотного трикоптера с центрально-симметричным расположением двигателей. В мате-

матической модели трикоптера учтено наличие нагрузки с параметрами, меняющимися 

со временем. 

Представлен алгоритм управления подъемом и горизонтальной стабилизацией, 

основанный на дискретном ПИД-регуляторе. Разработан алгоритм управления подъ-

емом, основанный на быстром алгоритме 2-го порядка. Представлена S-модель управ-

ления, построенная в пакете MATLAB/Simulink, и результаты моделирования алгорит-

мов управления. 

Для быстрого алгоритма исследовано поведение системы при разных шагах дис-

кретизации. Определено, что алгоритм является наиболее работоспособным при учете 

физического ограничения на максимальную тягу при выборе шага дискретизации и 

продемонстрирована работа алгоритма при разных его значениях, как без учета ограни-

чения тяги, так и с учетом. Для большей робастности системы можно рекомендовать 

переключаться на другой алгоритм управления, например ПИД, после выхода на устав-

ку. 

Дальнейшим направлением исследований может стать изучение робастности 

быстрого алгоритма для случаев, когда параметры системы не определены точно. Так-

же возможно учитывать при моделировании большее количество физических свойств 

трикоптера, таких, как инерционность тяговых двигателей, нелинейности при больших 

отклонениях по горизонтали и т. д. 
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